1. A Lagrange fiiggvény szimmetria csoportja

A mozgés egyenleteket a Lagrange fiiggvénybdl az Euler-Lagrange egyenletek segitségével szarmaz-

tathatjuk:
q q

Ha egy transzformécio — elforgatas, eltolds — a Lagrange fliggvényt énmagéba viszi at, akkor nyilvanvaléan
a mozgasegyenletek sem fognak megvaltozni a hataséara, azt modjuk hogy a Lagrange fiiggvény invarians
az adott mitvelettel szemben. Azok a szimmetria miveletek, amelyekkel szemben invarians a Lagrange
fliggvény, csoportot alkotnak. Ezt a csoportot nevezziik a Lagrange fiiggvény szimmetria csoportjanak.
Léteznek diszkrét és folytonos szimmetria csoportok csoportok. Példaként tekintsiik azoknak a szimmetria
miveleteknek a csoportjat, amelyek egy szabalyos hdromszoget 6nmagara képeznek le. Ilyen mivelet a
haromszog kozéppontjan athaladd tengely koriili 120°-os és 240°-os forgatas, az el6z6 forgastengelyt
és a haromszog egy csicsat tartalmazéd tiikorsik, valamint az egység miivelet. Ezek a miiveletek egy
diszkrét csoportot alkotnak, amelyet Cs,-vel jeloliink. Folytonos csoprotot alkotnak pl. a haArom dimenzios
Euklidészi tér forgatasai és a forgastengelyeket tartalmazo sikokra valo tiikrozései. Ezt a csoportot O(3)-
mal szoktuk jel6lni. Mindkét csoport pont csoport, mert létezik legalabb egy pont, amlyet a csoprt
minden szimmetria miivelete énmagaba visz. Szintén folytonos csoport a transzlacidés csoport, amely
egy tetsziileges r vektorral valo eltolasokat tartalmazza. Ez a csoport kézenfekvGen nem lesz pontcsoport.

A tovabbiakban foglalkozzunk a folytonos szimmetridkkal. Szeretnénk kapcsolatot talalni a folytonos
szimmetridk és a megmarado mennyiségek kozott. Azt szeretnénk megmutatni a tovabbiakban, hogy ha
egy folytonos szimmetria csoporttal szemben invarians a Lagrange fliggvény, akkor a csoporthoz tartozik
egy megmarad6 mennyiség.

2. Mozgasallandok

2.1. Transzlacids szimmetria

El6szor vizsgaljuk meg a transzlaciés szimmetriat. Tekintslink egy pont rendszert, amelyre nem hat
kiils6 ers. Ebben az esetben a potenciélis energia csak a tomegpontok relativ elhelyezkedésétdl fiigghet.
Ha a teljes rendszert eltoljuk egy tetszéleges r vektorral, vagyis minden egyes tomegpontot eltolunk,
akkor a relativ koordinatak valtozatlanok maradnak, tehat a potenciélis energia sem valtozik. A kinetikus
energia skalar mennyiség, amely szintén valtozatlan marad az eltolas esetén, tehat, a Lagrange fiiggvény
is valtozatlan marad. A Lagrange fiiggvény a kovetkezg alaki:
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Tekintsiink egy kicsiny, infinitezimalis, Ar eltolast. A Lagrange fliggvény megvaltozasat a transzlacio
hatéasara a kovetkezSképpen adhatjuk meg:
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Euler-Lagrenge egyenleteket a Lagrange fliggvény megvaltozasat leiré 3 szami egyenletben:
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Mivel a Lagrange fiiggvény valtozatlan marad az eltolas soran a megvaltozasanak el kell tiinnie tetsz6leges
Ar esetén, amely feltétel csak akkor teljesiil, ha

N
d oL
E I; ar'a =0 ) (6)

vagyis a

N N
P=Y e =Yn @)
a=1 a a=1

mennyiség allando lesz a mozgés soran, ahol p, = m,v,, amint azt a 2. szdma egyenletbdl egyszertien
szarmaztathatjuk. Ezt a mennyiséget a rendszer 6sszimpulzusanak hivjuk. Tehat ha a rendszer Lagrange
fliggvénye invarians az eltolassal szemben, akkor az 6ssz impulzus mozgasallando lesz.

2.2. Forgas szimmetria

A haromdimenzioés forgatasok és a tiikrozések szintén csoportot alkotnak, amelyet O(3) réviditéssel
jeloliink. Pontosabban az O(3) csoport azoknak a miiveleteknek az Gsszességét jelenti, amelyek a 3 dimen-
zi6s Euklidészi térben meg6rzik egy vektor hosszat és 1étezik egy pont, amelyet minden mtvelet 6nmagéaba
visz at. De jelenheti a 3 x 3-as ortogonalis matrixok halmazat is.

Tekintsiink egy n egységvektor koriili Ay szoggel valo infinitezimalis forgatast:

=r+Apnxr=r+Apxr, (8)
ahol bevezettiik az Ap = Apn vektort. Természetesen a sebesség vektor is hasonléan transzformalodik:
vVi=v+Apxv. 9)

Az eltolashoz hasonloan irjuk fel a 2. szamu Lagrange fliggvény megvaltozasat a forgatasok hatasara:

N
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Hasznaljuk ki az 1. szami Euler-Lagrange egyenletet:
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ahol kihasznaltuk, hogy gTL = p, - Kihasznalva a harmas szorzat permutacios tulajdonsagait a Lagrange
fliggvény megvaltozasat a kovetkezs alakba irhatjuk:
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A fenti kifejezésnek tetszbleges kicsiny A szog esetén el kell tiinnie, amley feltétel csak akkor teljesiilhet,

ha
N

Zra X pa = L = allando . (13)
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A fenti L mennyiséget a rendszer perdiiletének vagy impulzus momentuménak nevezziik. Tehat ha egy
rendszer Lagrange fiiggvénye invaridns a forgatasokkal szemben, akkor a teljes perdiilet mozgaséllandd
lesz.



2.3. 1do6 eltolas

Tételezziik fel, hogy a Lagrange fiiggvény nem fligg explicit modon az id&t6l, vagyis
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Irjuk fel a Lagrange fiiggvény teljes id6 derivaltjat:
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Hasznaljuk ki ismét az Euler-Lagrange egyenleteket és irjuk at a fenti kifejezést:
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vagyis ha a Lagrange fliggvény explicit moédon nem fiigg az id6tél, akkor a kovetkezd mennyiség allando

lesz a mozgas soran:
N

oL
Z jo—— — L = E = allando . (17)
a=1 aqa

Helyettesitsiik be az 2. szamu Lagrange fiiggvényt az el6zd kifejezésbe és az energia szokasos kifejezését
kapjuk
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ahol az els6 tag az egyes tomegpontok kinetikus energidja, a mésodik tag pedig az rendszer potencialis
energiaja, amely a tomegpontok helyzetétsl fligg.

A harom legalapvetGbb szimmetria, a tér és idébeli eltolas, valamint az elforgatas azok a miiveletek,
amelyekkel szembeni invariancia kovetkezménye az impulzus, energia és a perdiilet megmaradasa.



