A Newton egyenletek gyorsul6é koordinata
rendszerekben

1. A Newton axidomak

A kinematika pontrendszerek mozgasanak a leirasaval foglalkozik, de nem
vizsgalja a mozgéasok kivaltd okait. A testek dinamikajat, az egyes tdmegpontok
gyorsuldsanak okait a Newton axiomék segitségével tarhatjuk fel:

e Ha egy testre nem hat erd, akkor egyenesvonali, egyenletes mozgast végez.

e A test impulzusanak valtozasi ratdja megegyezik a testre hato erék ereds-
jével:
b_Sr 1)
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Ha a test tomege allando, akkor az el6z6 képletet a jol ismert
mf’ = Z Fi (2)
i

alakba irhatjuk. Valtozo tomegi testre jo példa a rakéta, amelybdl a ki-
aramld hajtéanyag folyamatosan csokkenti a tomegét.

e Ha az a testre a b test F,;, erével hat, akkor a b testre az a test —Fg
erével hat.

Tételezziik fel, hogy a tomegpontok tomege alland6 és induljunk ki a 2.
szami egyenletbsl. Ha N tomegpontuk van, akkor N darab mozgasegyenletet
irhatunk fel:

J
ahol F¥ a kiils6 erck ered§jét, F;; pedig a belss, vagyis a testek kozott felleps

erdket jeloli. Osszegezziik most az egyenlet mindkeét oldalat. A belsé erék osszege
a 3. axiéma miatt nyilvanvaléan eltiinik, igy:

Z mi; = Z Ft (4)

Szeretnénk egy 1j mennyiséget bevezetni, amelyre igaz Newton 2. torvénye.
Legyen ez a kovetkezd vektor:
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Ekkor az el6z6, 4 egyenletet a kdvetkezé formaba irhatjuk:
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vagyis a kiilsé erék eredGje megegyezik az altalunk bevezetett vektor idGsze-
rinti masodik derivaltjaval. Az 5. szami vektort tomegkoézGppontnak nevezziik.
Vagyis a tomegkozéppont mozgéasat ugy irhatjuk le, mintha minden témeget és
erét egy pontba koncentralnank. Ha a kiils6 erék ereddje nulla, akkor a tomeg-
pont egyenesvonali, egyenletes mozgast végez.



2. A mozgasegyenlet gyorsulé koordinata rend-
szerekben

Természetesen a kiilonbo6z6 inercia rendszerekben a mozgasegyenlet alakja
mindig a 2. szdmu egyenlet marad. Azt szeretnénk, hogy gyorsul6é koordinata
rendszerekben is ugyan ez az alak maradjon meg, vagyis a jobb oldalon legyen a
test tomege szorozva a gyorsulassal a bal oldalon pedig az er6k eredGje. ElGszor
is irjuk fel egy tomegpont helyzetét meghataroz6 vektort egy inercia és egy
gyorsul6 rendszerben.

r=R+r (7)

Vezessiik be a gyorsul6 rendszerben a rendszer koordinata tengelyeivel parhu-
zamos i, j, k egységvektorokat. Ezek segitségével az el6z6 helyvektort a kévet-
kez6képpen adhatjuk meg:

r=R+72i+yj+ 2k, (8)

ahol 2’y’, 2’ rendre a harom Descartes koordinatat jeloli a gyorsuld rendszerben.
El6szor hatarozzuk meg a helyvektorok idé szerinti els§ derivaltjat:

F=R+4+4i+7j+7k+2i+yj+ 2k (9)

Az egységvektorok derivaltjaihoz tekintsiink elészor egy altalanos idséfiiggs egy-
ségvektort: |u(t)] = 1. Miutan a vektor hossza rogzitett, a vektort egy ¢ idében
egy forgatassal kaphatjuk a ¢t = 0 idejd vektorbol: u(t) = R(t)u(0). Derivaljuk
le idG szerint az el6z6 kifejezést: u(t) = R(t)u(0) = R(t)R~(t)u(t). Vizsgaljuk
meg az R(t)R~' matrix tulajdonsagait. Nyilvanvaloan R(t)R™'(t) = 1 ezért
ennek id§ szerinti derivaltja eltiinik,

d

E(R(t)R_l(t)) = RR™'(t)+ ROR™'(t) =0.

Egy becsiiletes forgatas matrix transzponaltja megegyezik az inverzével, ezt ki-
hasznalva az el6z6 Osszefiiggést a kovetkezs alakba irhatjuk:

ROR™ (1) = (ROR0)

vagyis az R(t)R™'(t) matrix antiszimmetrikus lesz. Kihasznalva azt a tényt,
hogy egy antiszimmetrikus matrixszal val6 szorzas helyettesithets egy megfelels



vektorral valo keresztszorzasnak, az egységvektor derivaltjat a kovetkezs képpen
adhatjukl meg:
u(t) =w xu (10)

Alkalmazzuk az Osszefiiggésiinket a helyvektor derivéltjara kapott 9 szamu ki-
fejezésre:
F=R+4+#i+7j+7k+wxir +wxjy +wx ks . (11)

A jobb oldalon allo els6 tag a gyorsuld koordinatarendszer orig6janak a sebessé-
gét adja, a masodik tag a gyorsuld rendszerben adja meg a tomegpont sebességét
v/ = 2'i+9'j+2'k, a harmadik tag pedig w xr’. Tehat a tdmegpont inercia rend-
szerbeli sebességét kifejezhetjok a gyorsuld koordinata rendszerbeli sebességgel,
a vonatkoztatasi rendszer sbességével és szogsebességével:

Fi=R+v +wxr (12)

Derivaljuk mégegyszer az el6z6 kifejezést azért, hogy felirhassuk a mozgasegyen-
letet:

i = R+7i+§j+7k+ai+0j+7k+wxr
+ wx (:'c’i + 9+ 2k +ai+yj+ z’k)
= R4a +2wxvV +woxr+wxwxr (13)
Az utolso tagot kifejtve végiil a kdvetkezd kifejezést kapjuk:
F=R+4+a +2wxv +wxr +wwr)—rw (14)
Az inercia rendszerben felirt mozgasegyenlet a szokasos alaku:
mi=F. (15)
A gyorsul6 koordinatarendszerbeli valtozokkal felirva:
ma’+m(R+2wxv'+w(wr')+wxr'fr'w2):F (16)

Ha azt szeretnénk, hogy a gyorsulé koordindtarendszerben is ugyanolyan alakja
legyen a mozgasegyenletnek, mint az inercia rendszerben, akkor be kell vezet-
niink Ggy nevezett tehetetlenségi vagy inercia erdket:

ma’ =F + F, (17)

Osszevetve a 16 szamu és 17 szamu egyenleteket a tehetetlenségi ersk leolvas-
hatoak:

F; = —mR — 2mw x v/ — mw (wr’) + mr'w? — me x r’ (18)

Fontos megjegyezni, hogy a tehetetlenségi er6k nem haté erék. Bevezetésiikre
csak azért volt sziikség, hogy a mozgasegyenletek formailag ugyanigy nézzenek
ki a gyorsulé rendszerben is mint az inercia rendszerben.

Vizsgaljuk meg a 18. szamu egyenletben szerepls, gy nevezett, tehetetlen-
ségi eréket. Az els§ tag a mozgd koordinata rendszer orig6janak a gyorsulasét
adja. Ha egy autéban iilve rélépiink a gazra, akkor az autoval egyiitt mozgé rend-
szerben leirva a mozgéast, ez az eré nyom bele minket az tilésbe. A harmadik és
negyedik tag a centrifugélius erd, amit akkor érziink, amikor kanyarodas kézben
nekidéliink a 7-es busz korlatjanak a csuklérésznél. Ez az erd a szogsebesség és a
mozgb rendszer orogdjabol az adott pontba mutaté vektor altal meghatéarozott



sikba esik. A mésodik tagra, a Coriolis erére altalaban nem szoktunk felfigyelni,
habar szamos fontos effektus magyarazatahoz sziikség van ra.

=

Gustave-Gaspard de Coriolis
(1792-1843)

A Coriolis er6 mas természeti jelenségek
kialakulasaban is fontos szerepet jat-
szik. A passzat szélrendszerek iranyanak
kiilonbségét az északi és a déli féltekén
is ennek az erének készonhetjiik. Hason-
l6an fontos szerepe van a térit6kori ma-
gas és a sarkkori alacsony 1légnyomas ki-

alakulasaban.

Gustave-Gaspard de Coriolis 1792-
ben sziiletett Parizsban, egyetemi ta-
nulméanyait az Ecole Polytechnique-
ben végezte Cauchy vezetésével. 1835-
publikalta cikkét a forgé koordiné-
tarendszerekben felléps tehetetlenségi
er6krél, amely az egész vilagon ismertté
tette. Coriolis cikke inspiralta 1851-ben
Leon Foucault ingakisérletét, amellyel a
fold forgasat sikeriilt kimutatni. A ki-
sérlet soran a péarizsi Panthéonban egy
67 m hosszti dréton felfliggesztett ne-
héz suly lengett. Az inga mozgas soran
a mozgas sikja fokozatosan elfordult a
Coriolis erd hatasara.

Leon Foucault (1819-1868)



