Mozgas centralis er6térben

1. A centralis erd

Valasszunk egy olyan potencialis energia fliggvényt, amely csak az origdtol
vald tavolsagtol fiigeg: V = V(r). A tdmegpontra hato erd a potencialis energidja
gradiensének minusz egyszerese:

oV (r) oV or oV r;

B = T S

Az el6z6 kifejezésbdl leolvashatjuk, hogy az erd ebben az esetben mindig az origd
felé, vagyis a mozgas centruma felé mutat. Tekintsiink most két tomegpontot,
amelyek kolcsonhatnak valamilyen modon egyméssal. A kozottiik felleps erd
nyilvanvaldéan a két tomegpontot 6sszekots egyenessel parhuzamos lesz, vagyis
a potencialis energidjuk csak a kozottik 1évs tavolsagtol fiigg. A rendszer Lag-
range fliggvényét a kovetkezd6léppen irhatjuk fel:
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L= §m1V%+§

Vezessiik be a tomegkozépponti és reltiv koordinatakat:

mavs — V(|ry —raf) . (2)

miry + malo
=———= = r=r|—ry. (3)
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Fejezziik ki az 0j koordinatakkal az eredeti helyvektorokat:

ma mi

nr=R+——71r, r9=R——r1. (4)
mi + ma my + ma
Hatéarozzuk meg a sebességeket is:
v1:V+&v, vo=V-—" (5)
mi + mo my + mo

A Lagrange fiiggvény az 0j valtozokkal a kdvetkez§ alaki lesz:

1
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L= 2MV2 + Emv2 -V(r), (6)

ahol M = mqy +mg és m = 77’1’?1_:;‘;2, az u.n. redukalt tomeg. Az 1uj valtozok-
kal felirt Lagrange fiiggvény alakjabol leolvashatjuk, hogy a tomegkdzéppont
koordinataja ciklikus valtozo, vagyis nem szerepel explicit moédon a Lagrange
fliggvényben. Ez annyit jelent, hogy a rendszer témegkdzéppontja egyenesvonali
egyenletes mozgast végez. A tovabbiakban valasszuk le a tomegkozéppont moz-
gasat és vizsgalodasainkat korlatozzuk a relativ koordinatakkal leirhaté moz-
gésra:

L=—-mv:—V(r). (7)



Vizsgaljuk meg, hogy milyen megmarad6é mennyiségeink lesznek: az el6z6 Lag-
range fiiggvény invaridns a forgatésokkal és az idébeli eltoldsokkla szemben,
vagyis a L = r x p perdiilet és az F = %va + V(r) energia megmarad a
mozgas soran.

A perdiilet megmaradasabol kovetkezik,
hogy a test sikmozgéast végez. Az abra-
rol leolvashato, hogy a Ar = vAt el-
mozdulds mindig merdéleges az mr x v
perdiiletre: rL = 0. Koordinata x és y
tengelyét valasszuk a mozgés sikjaba és
térjiink 4t polar koordinatakra:

x = rcos(yp)

= rsin(p)

Fejezziik ki a Lagrange fliggvényt a polar koordinatéakkal:
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L= §mr'2 - §mr<,b2 - V(r). (8)
A ¢ valtozotol fliggetlen a Lagrange fliggvény, vagyis a
oL
7% =mrlp =1 (9)

mennyiség mozgasallando lesz. Fejezziik ki a -t tartalmazo tagot a Lagrange
fliggvénybdl [ segitségével:

L= %mf? + 27;2 —-V(r). (10)
Irjuk fel a rendszer energiajat:
1, 2
E= M+ s V(r). (11)

Fejezziik ki a sebességet az energiabol:
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Szeretnénk meghatarozni a tomegpont r(p) palyajat. Ehhez fejezziik ki az ids
szerinti derivaltjat:

dr dr . dr 1
T Te=T— (13)
dt  dy dp mr

és helyettesitsiik be az el6z8 egyenletbe
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Innen integralassal kaphatjuk meg a ¢(r) fiiggvényt.

dr = dp (15)
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Most térjlink vissza az energia 11 szdmu képletéhez. Ebbél nyilvanvalo, hogy
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kifejezésnek pozitivnak vagy nullanak kell lennie. A zardjelben 16vs tagot effektiv
potencidlnak nevezziik. Tekintsiik példaként a V' = — % potencialt és dbrézoljuk
az effektiv potencialt a tavolsag fliggvényében:
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Ha az energia, amelyet a kezdeti feltételek hatroznak meg, 7, akkor az el6z6
feltétel csak akkor teljesiil, ha a centrumtol mért tavolsag rin €S Tinar KOzOtE
valtozik: 7in <7 < rpmae- Ha az energia pozitiv, Fs, akkor csak egy als6 korlat
létezik a tavolsagra.



Tehat ha E < 0 (F;), akkor a mozgas
az abran satirozott teriiletre korlatozo-
dik, mig E > 0 (E3) esetében csak egy
als6 korlat létezik, amelynél kozelebb a
centrumhoz nem keriilhet a tomegpont
mozgés kozben. A 16 szamu integrallal
kaphatjuk meg a szbget a tavolsag fligg-
vényében. Ha az integralt rin €8 rmax
kozott végezziik el 2n-szer, akkor vissza-
jutunk a kissebik sugart korre, nem fel-
tétleniil a kiindulasi pontba. Csak ak-
kor keriiliink vissza a kezdé pontba, ha
az integral értéke 27 egésszamu tobb-
szOrose lesz:

Tmax %dr
Tmin \/2m (E - (V(T) + 2757‘2 ))

Ilyen tulajdonségi potencial a V = & és V = Br?. A bolygémozgas az elsé

kategoriaba esik, a témegvonzas potencialja —1/r-rel aranyos. Ebben az esetben,
amint azt a tovibbiakban megmutatjuk, a zart palya egy elipszis lesz.

2. Bolygémozgas

A bolygomozgas esetén a centrumban a nagy tomegi nap helyezkedik el,
amely koriil kering a bolygd vonzo potencidlban, amely forditottan ardnyos a
centrumtol mért tavolsaggal:
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A 16 szamu egyenletet integralasa helyett megmutatjuk, hogy ilyen potenciél
esetén létezik még egy megmaradé mennyiség, amelyet Runge-Lenz vektornak

hivunk: r
A=pxL-—ma-. (20)
r

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a Runge-Lenz vektor id6 szerinti derivaltja
eltiinik. El6szor hatarozzuk meg a p x L vektor idd szerinti derivaltjat. A lve-
zetéshez hasznaljuk fel a Newton egyenletet: F = p, ahol az er6t a potencialis
energia negativ gradiensébdl kaphatjuk meg. A mi esetiinkben:

p=F=-VV=--2 (21)

rr?

Hasznaljuk ki, hogy a perdiilet mozgéasallando, tehat L = 0.
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Hasznaljuk fel a perdiilet definici6jat: L = mr X r:

d
Z(p x L) = === x (mr x £) = === (x(r) — 1) (23)
Az el6z6 egyenletbdl vizsgaljuk meg a ri tagot:
1d 1d
P= - — =2 =gp, 24
=g (rr) 5q’ =T (24)
A fenti azonossagot kihasznalva :
d r 7 d (r
E(p X L) = muo (; — rT_2) = maa (;) ; (25)

i(pr—ma%): . (26)

Tehat a bolygomozgas esetén van egy 1uj mozgasallandonk, amely nem nyil-
vanvalo a Lagrange fliggvény szimetriajabol. Ehhez a mennyiséghez is tartozik
egy szimmetria csoport, az O(4), a négydimenzios Euklidészi tér forgatasaibol
4ll6 csoport, amellyel szemben a rendszer invaridns. A palya megszerkesztéséhez
hasznaljuk fel az 1j megmarad6 mennyiségiinket:

rA =r(p x L) — mar = Arcos (¢) (27)

ahol ¢ a Runge-Lenz vektor és a helyvetor altal bezart szog. Hasznaljuk ki a
harmas szorzat permutacios tulajdonsagait:

r(pxL)=(rxp)L=L?, (28)

vagyis
L? — mar = Arcos (p) . (29)

Az r(p) palyat egyszertien kifejezhetjiik:

L2
po—L/me (30)
1+ 2 cos(p)

A fenti egyenletben raismerhetiink egy kipszelet egyenletére.



