1. Feladat
Egy végtelen hosszu, koszinusz hullam alaka droton surlodas nélkiil csuszik egy m tomegi test. A
drét egyenlete a kévetkezs: y = é cos (ax).

a.) Irjuk fel a test K = %m(ac2 + 9?) kinetikus energiajat!

b.) Adjuk meg a test Lagrange fiiggvényét!!

c.) Mi lesz a test altalanositott impulzusa?

d.) Irjuk fel a test mozgés egyenletét (Euler-Lagrange egyenlet)! 2

e.) Mekkora lehet a test energidja, ha azt akarjuk, hogy a mozgasa véges tartoményra korlatozod-
jon?

Megoldas:

a.) %m (14 sin®(az)) &°

1 1
b.) 5m (14 sin*(az)) 2* — mg— cos(az)
a
oL

c) p= il (14 sin*(az)) &
d.)
oL 1 : : oL - ;
5 = 3 sin(2ax)2? 4+ mgsin(az), Erm (1+ sm2(ax)) z
d oL .9 . . .9 . 1 . .2 .2 -
dor=" (1 + sin*(ax)) & + masin(2az)®, mgsin(az) — gme sin(2az)i® = m (1 + sin?(az)) &
2. Feladat

Egy m tomegl gyongy egy parabola alakta dréton cstszhat surlodédsmentesen, ahogy azt az abra is

mutatja. A parabola egyenlete: y = ax?.

Megoldas:
Lasd az el6bb:
i? + 9 = (1 +4a’2?) &?

stb.
3. Feladat
Egy m témegi pont a V(r) = —% centralis potencialban mozog.

a.) Hany dimenzi6s mozgasunk lesz?
b.) Milyen megmarad6 mennyiségeink lesznek?

c.) Milyen J impulzus momentum nagysag esetén lesz a Lagrange fiiggvény fiiggetlen r-t617?

Megoldas:

a.) Két dimenzios mozgas lesz, mivel a Lagrnage fiiggvény invarians a forgatasokkal szemben, igy
a perdiilet vektor mozgasallandé lesz.

b.) Energia, perdiilet

0
c.) A perdiilet: | = 5% = mr2p. A rendszer energiaja a perdiilettel kifejezve:
4

1 2 o
E=—-mr?+ - —.
2 2mr?2 72
2 . . .
Ha Ql—m = «, akkor a mozgésegyenletben nem fog szerepelni a potencialis energia: #* = 0.

IL=K-V
2d 9L _ L
dt 8q; ~— 09gq;



4. Feladat
Tekintslink egy 2D izotrép harmonikus oszcillatort:

1 . . k
L= §m(r%+r§) -3 (rf—i—r%) ;
ahol 71, 7o a két Descartes koordinataja a pontnak, k pedig a rugéallandoé. Bizonyitsuk be, hogy a

1 D
- (k’I’iTj + p pj)
m

Aij:2

métrix elemei mozgasallandok! Derivéljuk le A;;-t id6 szerint és hasznaljuk ki a mozgas egyen-
leteket. Nyilvanvaléan a matrix nyoma is megmaradé mennyiség lesz. Milyen fizikai mennyiséget
kapcsolhatunk hozza?
Megoldas:
Hasznaljuk ki, hogy
. 101% . .. oV
p1=miy = F = ——— = —kry, P2 =miy = Iy = —o— = —kry
87‘2
dt

A fenti mozgésegyenleteket kihasznalva egyzseriien adodik, hogy =0.

5. Feladat
Egy folyadékban lassan mozgo testre a sebességével aranyos fékezd erd hat:

mi = —af .

Mutassuk meg, hogy a fenti mozgasegyenlet a

1 5 a
L= §m$2€""t

Lagrange fliggvénybdl szarmaztathato!

6. Feladat
Adjuk meg egy a hajlasszogii sikon surlédasmentesen cstszdé m tomegi test Lagrange fliggvényét!
(Vigyazat: két dimenzios feladat!)

7. Feladat

Egy stlytalan, | hosszisaga rad végén m tomegd test leng (3D-ben).

a.) Irjuk fel a Lagrange fiiggvényét polar koordinatékban!

b.) Milyen megmarad6é mennyiségeink lesznek?

c.) Adjuk meg az Euler-Lagrange egyenleteket!

d.) Milyen kezdeti feltételekkel fog a rendszer ingaként viselkedni?
8. Feladat

Az el6z6 feladat ingédja esetén mutassuk meg, hogy a perdiilet

J. = xp, — yp, komponense, ahol p = mr a témegpont impulzusa, megegyezik a ciklikus koordina-
tabol ad6dd megmarad6é mennyiséggel.

Segitség:
A Lagrange fliggvény:
1 -1
L= imlzﬁ + iml2 sin?(0) + mgl cos(0)
J, = % = ml?sin?(0)p?



x = sin(0) cos(yp), y = lsin(0) sin(p)
vy = 16 cos(0) cos(p) — I sin(f) sin(yp), vy = 16 cos(f) cos(p) + lpsin(8) cos(p)

J, = TPy — YPx
= misin(0) cos(p) (l@ cos(0) cos(p) + lpsin(0) cos(go))

—  milsin(8) sin(p (lG cos(f) cos(p) — lpsin(6) sin(gp))

= mi%sin?(0)p?
9. Feladat
Egy m tomegt, pontszeri test mozog a kovetkez§ centrélis potencialban:
k
Vir)=-r*.
(1) =57

a.) Milyen mozgéasallandéink lesznek?
b.) Héany dimenzios lesz a mozgasunk?
c.) A perdiilet megmaradasat kihasznélva fejezze ki a rendszer energiajat!

d.) Adja meg a tomegpont centrumtol mért legkisebb és legnagyobb tavolsagat a mozgas soran!
Segitség:

) idG eltolas energia E =
forgatés perdiillet r X p

b.) két dimenzids

c.)

1 L? 1
E="=- -2 Zk 2
2m7” * 2mr? + 2 "
d.)
L? 1
- —kr?=0
2mr? + 2 "
10. Feladat

A Kepler probléma (bolygd mozgés) esetében bebizonyithat6, hogy a
r
A=pxJ—my-
r
Runge-Lentz vektor allandd a mozgas soran. (v a gravitacios allandé szorozva a nap tomegével).

Tudjuk, hogy a J = r x p perdiilet is megmarad6é mennyiség. A két mozgasallando segitségével
vezessiik le a r = () palya egyenletet.

>



11.

12.

13.

Segitség:

rA =rAcos(f) =r(p x L) —myr = (r x p)L — m~yr
rAcos(d) = L? —mryr

Feladat

Irjuk fel egy stlytalan, [ hosszusagi rad végén mozgd m tomegi test Lagrange fliggvényét, ha a rad
masik vége egy minden iranyba mozgé csuklohoz rogzitett! Van-e ciklikus koordinaténk és ha van,
adjuk meg a hozza tartozé megmaradé altalanositott impulzust!

Segitség:
Lasd a 7. feladatot
Feladat
Egy rugo végén surlodéasmentesen mozgd tomegpont Lagrange fliggvénye a kovetkezs alaku:
1 k
L == 22 v, 2
5™ 5%

ahol k a rug6 allandé. A mozgésegyenlet a kovetkezd lesz:
mi = —kx .

Ha fellép egy sebességgel aranyos surlodasi eré akkor a mozgasegyenletet a kovetkezd alakban ir-
hatjuk fel:
mi = —kx — ai (1)

Mi lesz a Lagrange fiiggvény ebben az esetben? Keressiik a Lagrange fiiggvényt a kovetkezs alakban:

és hasonlitsuk Gssze az ebbdl az alakboél szarmaztathaté mozgas egyenletet (Euler-Lagrange egyen-
let) az 1 szamu mozgasegyenlettel! Az Gsszehasonlitasbdl f(¢) meghatarozhato.

Feladat
Egy m tomegi test egy 7o nyugalmi hosszusagi rugo végén lifeg valahol az trben. A Lagrange
fliggvénye

L o

L= Smv = 5(7’ —rg)?

a.) Milyen megmaradé mennyiségeink lesznek?
b.) Hany dimenziés mozgast fog végezni a test?
c.) Becsiiljiik meg a tomegpont centrumtol mért legkisebb és legnagyobb tavolsagat a kovetkezs

paraméterek esetén:

mikg
52

12

m

2 , k=2N/m, ro=1mqg, E=10J

(Gondoljunk arra, hogy kis és nagy tavolsdgokon melyik tag uralja az energiat.)



14.

15.

16.

Segitség:

a.) Energia, perdiilet

b.) Perdiilet mozgasallando, 2D mozgas

c.)
12 1
k)2 =0
2mr2 2 (r=ro)
Kis tavolsigok: (r — rg)? elhanyagolhaté
l2

Nagy tavolsagok: > elhanyagolhato

2mr
Feladat
A bolygd mozgas esetében az energiat a kovetkezdképpen adhatjuk meg:
1 L? v
E = —my? - =
™" + 2mr?  r’

ahol L a perdiilet nagysaga, E az energia, v pedig egy allando.

a.) Az energia milyen értékeinél lesz a mozgas korlatos? 10 pont
b.) Adjuk meg a centrumtol mért legkisebb és legnagyobb tavolsagot az energia 10 pont
fliggvényében!

c.) A masodik kozmikus sebességnek azt a sebességet hivjuk, amelyet meghaladva egy eszkoz tér-
belileg nem korlatos palyara (parabola, hiperbéla) keriil. Becsiiljiik meg a mésodik kozmikus
sebességet a fold esetén! 10 pont
Segitség: A fold felszinén a potencialis energia gradiense az eré minusz egyszerese, vagyis

-5 = mg, ahol g = 10m/s?, R = 6.378 x 10°m. A Fold forgasibol adodo perdiiletet el-
hanyagolhatjuk.

d.) Ha a potencialis energia alakja V' = 7 alaku, akkor bebizonyithatd, hogy az u.n. Runge-Lentz
r

r
vektor P = p x L — ym— is mozgésallando lesz. A Runge-Lentz vektor segitségével vezessiink

le Gsszefliggést az r és ¢ polarkoordinatak kozott! 10 pont
Segitség: Jobb hijan megprobélkozhatunk az r - P skalarszorzat felirasaval! Hasznéljuk ki a
vegyes szorzat tulajdonsagait!

Feladat
A Fermat elvet felhasznélva a fény palyajat a kévetkezs Lagrange fiiggvénnyel adhatjuk meg:

L =n(r)Vi?,

ahol n(r) a torésmutat6. Mutassuk meg, hogy az idGeltolassal szembeni invarianciabol kovetkezd

H = 8—1‘ — L mennyiség azonosan nulla!
r

Feladat

Legyen egy kétdimenziés optikai rendszeriink, amelyben a torésmutatd csak az x tengely mentén
valtozik. A Lagrange fiiggvény ekkor:

Lmntenfis (2

ahol az y(z) figgvény adja meg a fény palyajat, n(z) pedig a térésmutato.

a.) Mi lesz az altalanos koordinatank?

b.) Van-e ciklikus koordinatank és ha van mi lesz a hozza tartoz6 megmaradd mennyiség?



17.

oL d
c.) Fejezziik ki a H = a—y — L Hamilton fiiggvényt, ahol § = d—y! Megmarad6 mennyiség lesz-e a
Y T
Hamilton fliggvény?
Feladat
Egy részecske centralis er6térben mozog. A potencialis energidjat V(r) = —14 alakban adhatjuk
r
meg. Az energiajat a kovetkez§ kifejezés adja meg:
1 L2 v

E:— -2 _
2" +2m7’2 rd’

ahol L a perdiilet nagysaga, amely mozgasallando.

a.) Abrazoljuk a Vpp = — T effektiv potencialt az r tavolsag fliggvényében!

2mr2

b.) Megvalosulhat-e olyan mozgas, amely soran V. nagyobb mint az E energia?

c.) Milyen kezdeti feltételek (E, L, r(0)) esetén tavolodhat el végtelen messzire a tomegpont a
vonzé centrumtol?



