1. Az el6z6 el6adas anyaga

Egy fia all az A pontban és azt latja, hogy a baratngje fuldoklik a B pontban egy toban. Milyen
plyén kell a fitnak mozognia, hogy a leggyorsabban a bariatnéjéhez érjen, ha a parton vy a vizben pedig
v9 sebességgel tud mozogni? Hatarozzuk meg, hogy mennyi idére van sziiksége, hogy a baratngjét elérje:

da dp
t= + (1)
vy cos (@) wacos(f)
Az abrarol leolvashatoan a kévetkezs feltételnek
is teljesiilnie kell:

datan (o) +dptan(8) =a. (2)

Az 1. szamu egyenlet minimalizalasakor ezt fel-
tételt is figyelembe kell venniink, ezért a kovet-
kez§ fiiggvényt minimalizaljuk:

dA dB | = da -
f(a,ﬁ) - V1 COS (a) + Vg9 COS (ﬂ)
+ A(datan (@) + dp tan (8) — a) |

ahol A\ az u.n. Lagrange multiplikitor. Ha a 2 szamu feltétel teljesiil, akkor nyilvanvanvaléan a Lagrange
multiplikatorral beszorzott tag nem befojasolja a minimum heléyét. Minimum esetén

g—gzo, vagyis

da OB

d 4 sin (a) da dp sin (8) Y dp_ _ 0
cos? () cos? () ' cos? (B) cos? ()

A két egyenletbdl a kovetkezs Osszefliggést kaphatjuk:

—sin (@) = 1 sin (B) .
U1 V2

Most a fit szerepét toltse be a fény. Egy adott kbzegben a fény tarjedési sebességét a torésmutato hatérozza
meg: v1 = ¢/n;. Ha ezt a kifejezést az el6z6 egyenletbe helyettesitjiik, akkor a kozépiskolabol ismerds
fénytorésre vonatkozé Snellius-Descartes torvényt kapjuk:

nq sin (o) = ngsin (B) .

A fénytorés torvényét egy fliggvény (funkciondl) minimalizalasaval kaptuk meg. Kicsit bonyolitsuk el a
problémat. Legyen a torésmutato a hely fliggvénye az (x,y) sikban: n = n(z,y). Ha a fénysugér atjat az
y = y(z) fiiggvény irja le, akkor az = helyhez tartozo ivelem hossza az Al = /1 + ¢/ 2 Az alakban adhato
meg, ahol 3 az y(x) fliggvény hely szerinti derivaltja. A fénynek

A /
_l — n(.’L‘,y) 1 +y/2A.’L'
v &

id6re van sziiksége, hogy megtegye ezt a kicsiny tavolsagot. A teljes id6t egy integrallal tudjuk megadni:

1 (B 5 1 (s ,
t= - n(z,y)\/1+y de = - L(z,y,y")dx . (3)
C za C za

Keressiik azt a palyat, amely Osszekoti az (za,ya), (zp,yps) pontokat és amelyen mozogva a fény a
legrévidebb id6 alatt ér A-bol B-be, vagyis minimalizalja a fenti integralt. A mi esetiinkben

L(z,y,y) = n(z,y)\/1+y>.




Tételezziik fel, hogy az y(z) palyan mozogva a legrovidebb idé alatt jut el a fény A-bol B-be. Ha
ehhez a palyahoz egy tetszéleges kicsiny dy fliggvényt hozzaadunk, akkor a 3 szamu integral elsé rendi
megvéaltozasa el kell, hogy tiinjon:

B

B

38 = / L(z,y+ dy,y + 6y )dx — / L(x,y,y")dz =0, (4)
A TA

analog modon azzal az esettel, amikor egy fliggvény minimumaban az els§ rendid megvaltozasa (elss

derivaltja) nulla lesz. Az el6z6 integralban §y’ a dy(x) fiiggvény x szerinti els6 derivaltja.Fejezziik ki §S-et

L parcialis derivaltjai segitségével:

5 9L 5 9L
55 :/ —5ydx+/ —d&y'dx . (5)
A ay TrA ay/
Integraljuk ki a masodik tagot parcialisan:
B 9L oL . |*" 5 d OL
——&ydr = ==y —/ — ——dydx (6)
es OV 9 ., v, dx 0y

Csak olyan palyakat keresiink, amelyek az A pontbdl indulnak és a B pontba érkeznek meg, ebbdl
kévetkezik, hogy d(x4) = d(xp) = 0, vagyis az els6 tag a parcialis integralban eltiinik. Vonjuk ossze 6.5

két tagjat egy integralba:
*B (9L d OL
55:/ <———) dydx =0. (7)
wa \Oy dz oy

A fenti egyenlGségnek tetszéleges dy fliggvény esetén teljesiilnie kell! Tekintsiink pl. egy olyan fliggvényt,
amely mindeniitt nagyobb mint egy € > 0 szam. Kézenfekvd, hogy az el6z6 integral csak akkor tiinhet el,

ha a zardjelben 1évé tag nulla lesz:
oL d oL

oy dx oy 0. ()
Ezt az egyenletet hivjuk Euler-Lagrange egyenletnek! Abbol a feltételbdl kiindulva, hogy a fénynek a
legrovidebb idén beliil kell eljutnia az egyik rogzitett pontbol egy masik rogzitett pontba levezettiink egy
differenciél egyenletet, amely meghatarozza a palyajat.
Nézziik meg a kovetkezd esetet. Valasszuk a térésmutatot n(x) = x/x4-nak, feltéve hogy x > x4.
Ebben az esetben L nem fiigg y-t0l csak y'-t6l, azt mondjuk, hogy y ciklikus véiltozoja az L fliggvénynek.
Nyilvan

OL g, & 9L _ @l _ g
dy ’ oy 1+ I '

Ha y'(x4) = tan («)-t valasztjuk, akkor egyszertien belathatjuk, hogy az allando sin («) lesz, ahol o az A
pontbdl induld sugér = tengellyel bezart szoge lesz:

x/xay

Vity?

’ LA

= sin (@)

Fejezziik ki y'-t:

22 — x% sin® (a)

és

y(a') = / T4 dx +C
va (/22 — 2% sin? ()

Az x = x4 sin («)ch(z) valasztassal az integral

yanrch<7,x >+C
x4 sin (a)

ahol arch(z) = In(x + Va2 —1).



2. Legkisseb hatas elve

A fizika tOrvényei hierarchikus szervezédésiiek. Egyes torvények mas, magasabb rendi torvények ko-
vetkezményei, mig a hierarchia legtetején allnak az axiomak, azok az elvek, amelyeket mar nem szar-
maztathatunk fels6bb elvekbdl. A mechanika egyik alapvets axiomaja a legkisebb hatas elve. A legkisebb
hatés elve szerint a tomegpontok olyan palydn mozognak, amelyek a hatas funkcionédlt minimalizaljak.
Egy részecske allapotat az r helyvektoraval és v sebességével jellemezhetiink. Ezek ismeretében meg
tudjuk hatarozni a részecske helyzetét egy infinitezimalisan kicsiny At id&vel késébb. A hatést is e két
mennyiség funkcionaljaként kell keresniink:

—_at)

S:/QL(q,q,t)dt, (9)

t1

q(ty)
ahol q, q a tomegpont valamilyen altalanositott koordinataja, pl. Descartes vagy polar koordinataja, és

annak id6 szerinti derivaltja. A ¢, kezds és to végsd pillanatban a palya altalanositott koordinatajat q; és
g2 pontban rogzitjiik. Az L fiiggvényt a rendszer Lagrange fliggvényének nevezziik. Tehat azt a q(t) palyat
keressiik, amely a q; pontbél indul, a q2 pontba érkezik és minimalizalja az 9 szAmu egyenletben szerepld
hatést. Ha azt a q(t) palyat, amely minimalizalja a hatéast egy kicsiny dq(t) fliggvénnyel megvaltoztatjuk
a hatas 05 els6rendi megvaltozasanak el kell tiinnie:

68 = Sla(t) + sa(t)] — Sla(t)] = 0. (10)
Nyilvanvaloan %5q =4q.
t2 t2
s5= [ Llarbaarsana- [ Laand (1)
tl tl

Az egyenlet els6 tagjat fejtsiik sorba:

2 (9L oL
08 = —d6q + —,6(’1) dt 12
t1 ( dq oq (12)
A masodik tagot integraljuk parcialisan:
t2 9L, L . | [t d oL
—6qdt = ——-dq —/ ———dqdt 13
¢+ 09 oq |, ¢, dt 0q (13)

Miutén a palya kezds és végpontja rogzitett, dq(t1) = dq(t2) = 0, igy az els6 tag a parcialis integralbol
eltiinik, vagyis

t t
2 0L 2d oL
TR TR (4
A hatas els6rendii megvaltozasat tehéat a kovetkezdképpen irhatjuk fel:
t

2 /0L dOL
0S = — — ——]dqdt =0 15
/,51 (8q dt aq) q (15)

A fenti egyenletnek tetszéleges dq esetén teljesiilnie kell, amely feltétel csak tgy valosulhat meg, ha a
zardjelben 1évé kifejezés azonosan nulla:

ddL OL _

= == 1
dtoq Oq (16)



Tobb szabadsagi fok esetén az egyes szabadsagi fokokat leiro altalanos koordinatak és derivaltjaik szerint

kell varidlnunk a hatéast:
d OL oL

dtdd;  dq;
Az el6z6 egyenletek hatarozzak meg a tiimegpont palyajat, végss soron a részecske mozgaséat, dinami-
kajat. Ezeket az egyenleteket hivjuk Euler-Lagrange egyenleteknek. Vizsgaljuk meg, hogy mennyire
egyértelmiiek a fenti egyenletek. Kiilonbo6zzon két Lagrange fliggvény csak egy tetszéleges fliggvény teljes
idéderivaltjaban:

(17)

) ) d
A hatas integralja a kévetkezSképpen alakul:
S"= S+ f(a(tz),t2) — f(altr),t1) (19)

Ismét kihasznalhatjuk, hogy dq(t1) = dq(t2) = 0, igy nyilvanvaléan 65’ = §S. Ha a q(t) palya mini-
malizélja az S hatast, akkor miniméalis lesz a hatés S’ esetén is. Vagyis a Lagrange fiiggvény csak egy
tetsz6leges fiiggvény teljes idGderivaltja erejéig meghatéarozott.

Nézziik meg, hogy hogyan kell megvalasztanunk Lagrange fliggvényt, hogy a 17. szamu Euler-Lagrange
egyenletek megegyezzenek a F = mi# Newton egyenlettel. Ha létezik potencialis energia, akkor az eré a
potencialis energia negativ gradiense:

oV
F=——.
Or
Altalanositott koordinatanak valasszuk a Descartes koordinatakat ugy, hogy legyen
dor_ o OL_ oV
ator " or T or

Ebben az esetben az Euler-Lagrange egyenletek ekvivalensek a Newton egyenlettel, tehat
L=,

tobb témegpont esetén
N

1 .
L= ngir? —V(ry,ra...rN) .

i=1

3. Megmarad6é mennyiségek

Ha a 17 szamu Euler-Lagrange egyenletekben

oL B
dq; B

0

akkor azt mondjuk, hogy a q; altalanositott koordinata ciklikus koordinata. Ebben z esetben a hozzatar-

tozo
oL

dd

altalanositott impulzus idében allandé lesz.
Tekintsiik a kovetkezs példat. Legyen egy sulytlan rad végén egy m tomegi pontszerd test. A rendszer
Lgrange fiiggvényét kovetkez6képpen adhatjuk meg:

1
L= §mi‘2 —V(r)



x = lIsin(9)cos(p)
= Isin(9)sin (¢)
z = —lcos(¥)
i = Idcos () cos(p) — lgsin () sin (@)
= ll? cos (9) sin () + l@sin (V) cos (v)
= Wsin(¥)

2 = 1202 + 1292 sin? (9)
X IR |
L= §m12192 + §m12gb2 sin? () + mgl cos (1)

(20)
Az inga 20. Lagrange egyenletében nem szerepel a ¢ valtozd, tehat a
oL
5 = mi?sin? (9)p = J (21)

mozgaséallando lesz. Ertékét a kezdeti feltételek hatarozzak meg, amely a mozgas soran allandé marad. A
¥-ra vonatkozo6 Euler-Lagrange egyenlet a kovetkezs lesz:

mi?9 = mglsin (9) + ml%¢? sin® (9) |
amelybdl a 21. szamu egyenlet mozgéasallndoja segitségével eltiintethetjiik a ¢ valtozot:

J2

12§ = mglsin () + —————
" mglsin (¢) mi2sin? ()

(22)

A fenti kozonséges differencidlegyenlete megoldva leirhatjuk az inga mozgéasat.



