Folyadékok és gazok mechanikaja (hidrodinamika)

A hétkoznapi életben mindenki meg tudja kiilonbdztetni a halmazallapotokat. Igy beszéliink
szilard, folyékony és 1égnemii anyagokrdl. Az eddigi mechanikai vizsgdl6éddsunk mar megmutatta,
hogy a ,,szildrd” halmazéllapoton beliil dinamikai szempontbdl meg kell hogy kiilonboztessiik
egymastol a merev testeket €s a ,,szilard” de rugalmas kozegeket (kristdlyos anyagokat).

Most azt fogjuk megmutatni, hogy a folyékony és a 1égnemii anyagok (folyadékok és gazok)
mind termodinamikailag, mind pedig mechanikailag nagy hasonlésagot mutatnak. Ennek
kovetkeztében sokszor nem is indokolt kozottiik kiilonbséget tenni. Ezért aztan Hidrodinamikan (pl.
idedlis esetben) folyadékok és gdzok kontinuum mechanik4jat értjiik.

MEGJEGYZES: A gyokerek a termodinamikdig nydlnak vissza. Az ottani tanulmanyainkban foglalkoztunk a
fazisatalakuldsokkal. Részletesen elemeztiik a fazisitalakulds ( D, T) diagrammjét a ,,K” kritikus pont kérnyékén. Lattuk,
hogy a gézéllapotbdl a folyadékallapotba (az dbrédn az ,,1” pontbdl a ,,2”” pontba)

Kétféle tton juthatunk el. Az egyik sordn pl egy izoterm allapotvaltozassal noveljitk a nyomadst. Ekkor a ( D, V)

diagrammon a ,,k6zépiskolds fokon” is jol ismert fazisatalakuldsi folyamatot figyelhetjiik meg. Ennek sordn a folyadék és a
gdz egyszerre van jelen a tartdlyban. A két fazist a folyadék feliilete (,,meniszkusz”) vélasztja el egymdstol. A folyamat
sordn a folyadék mennyisége nd, a gdzé (helyesebben a géz¢) csokken, Végiil a tartdlyt csak a folyadék tolti ki. Minden
idépontban pontosan meg tudtuk kiillonboztetni egymastdl a folyadékot és a gdzt.

Nem ez a helyzet, ha a masik utat kovetjiik. Ekkor soha nem tapasztaljuk azt, hogy folyadék és g6z egyszerre
lenne jelen (nincsen ,,meniszkusz”). A tartalyt a folyamat sordan dllandéan egy homogén anyag tolti ki, amelynek stirtisége
folyamatosan valtozik. A folyamat végén az egész tartalyt folyadék fogja kitolteni. Azt azonban nem tudjuk megmondani,
hogy kezdetben nyilvanvaldan jelen 1év6 g6z mikortdl nevezhetd folyadéknak (természetesen a folyamat végén biztosan).
Ezt ,folytonos fazisitalakuldsnak” (vagy masodrendil fazisatalakuldsnak) nevezziik.
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A folyadék (gaz) olyan homogén és izotrop kontinuum kozeg, amelyben nyugalmi allapotban
nem ébred nyiréfesziiltség. Ez az oka annak, hogy pl. statikus egyensily esetén felveszik a mindenkori
tartdly alakjat, teljesen kitoltve azt.

Mint tudjuk a nyir6 fesziiltségek jelenlété egyfajta ,,bels6 surlodasként” szoktuk értelmezni.
Hiszen az egymadssal érintkez6 anyagrétegeknek az egymashoz képesti elcstsztatdsdhoz erdt kell
kifejteniink (I4sd a ,.kartyacsomag” analdgiat). Tehat a folyadékokban (gdzokban) statikus belso
surlddas (statikus nyird fesziiltség) nem 1ép fel. Redlis folyadékokndl kdzismert a ,,viszkozitds”
jelensége (pl. a méz). Nyugalmi allapotban itt sincsen belsd strlédas, de mozgds (aramlés) soran van.
Redlis folyadékok tehat dinamikus viszkozitdssal rendelkeznek.

Idedlisnak nevezziik azt a folyadékot (gazt) amelyben a mozgés sordn sem Iép fel belsd
surlédds (dinamikai viszkozitdsuk nincsen).

El6szor a legegyszeriibbel, az idedlis folyadékok mozgds egyenletével fogunk megismerkedni,
majd ratériink a redlis folyadékok alapegyenletének a vazlatos ismertetésére.

Az ,aramldstan” a (gépész)mérnoki alaptudoményok egyik legfontosabb és legnehezebb
teriilete. A fizikus szdmadra az aktualitdsit a plazmadinamika adja, amely a fizids energiatermelés
alapprobléméja.

Mit azt az el6z6ekben lattuk, a kontinuum mechanika alapegyenletei a kovetkezdk voltak:

A Newton pontmechanikai mozgastdrvény alapjan kaptuk a mozgédsegyenlet, amelyik a Lagrange-féle
(pontkovetd) szemlélet miatt, a szubsztancidlis idoderivaltat tartalmazza.
pdy,=0,0,+f, (i=1,2,3) (LME)

A tomegmegmaradas torvénye:

9,p+9;(pv;)=0

Homogén izotrép esetben a Hooke-torvény
o, =2uE; +A5; - O (HH)

A dinamikai egyenletekben hasznalt fogalmak kozotti definicids Osszefiiggések a kovetkezok:
A szubsztancidlis €s a lokdélis derivélds kozotti kapcsolat
dy, =9y, +v,0,v

Az elmozdulds mez6 és a deformacié tenzor kapcsolata:
1
E; =5(8isj +8jsi)

A sebességmez0 és az elmozdulds mezd kapcsolata
v, =0,s,

Attériink térelméleti szemléletre. Ekkor kapjuk (a csak lokalis derivaltak tartalmazé) Euler-féle
mozgas egyenletet.
p@,v;+v,0,v,)=0,0,+f,
Idedlis folyadékndl nem 1€ép fel semmiféle (sem statikus, sem dinamikus) nyiré fesziiltség, azaz
o, =0(#))
Ez azt jelenti, hogy az idedlis folyadék Hooke torvényében szerepld anyagallanddk koziil
1 =0 kell, hogy legyen,
azaz egyetlen egy rugalmas allandé (Lamé dllandé) marad, a 4
o, =46, -0



A folyadékok (gazok) esetén a fellépd feliileti erOket ,,p” ,,nyomdsnak” nevezziik, ezért (a nyomas
eldjel konvencié miatt)

oy ==p-9;
Ez beirva a Hooke torvénybe kapjuk, hogy
p=—4-0 (H)
Mivel tudjuk, hogy a ,,® ” a relativ térfogatvaltozas, azaz
o=
Vv
Ezért
dv
=_1.2
b Vv

Valgjaban a dinamika az egyensilyi nyomastdl valo eltérést jelenti, ezért ,,p” helyébe ,,dp”-t irhatunk
Es ezzel
1 1 dv _

Ez pedig a jol ismert ( k') ,,kompresszibilitas” definicidja. Ennek a reciproka az tin.”kompresszid
modulus”, ami most egyben ,, 47 is.

K=L-2
K

Konnyt beldtni, hogy a K = A csak folyadékoknal (gdzokndl) igaz. Homogén, izotrép szilard
(rugalmas) anyagnél, ahol felléphet statikus nyir6 fesziiltség, a ,,K” értéke mas lesz. Ennek oka a
kovetkezd.
Mint azt tudjuk, egyenletes 0sszenyomds esetén az igénybevétel

0,1 =0y =03 ="p
A Hooke torvény szerint

o, =2uE; + A5, -©
Azaz részletesen

o, =2uE, +A4-O

0, =2UE, +1-O

Oy =2UEH+A-O
Ezeket Osszeadva és kihaszndlva az egyenletes 6sszenyomads tényét kapjuk, hogy

-3p=2u0+31-0

2
. _( U+ 31) ©
3

Azaz (ahogyan azt az el6z0 fejezetben kimondtuk) homogén, izotrép, rugalmas anyagnal a
kompresszié modulus értéke a Lamé dllanddkkal kifejezve a kovetkezd
2u+34
) 3
Igy aztén a folyadékoknal valéban

[K]ﬂ:() = 2’

K=

Mint azt lattuk a munkatétel kontinuum kozegek esetén egy mérlegegyenlet alakjaban lehet (kell)
felirni, a kovetkezd képpen

1 1
8t(5pv2)+aj(§pv2vj —0,v)=v,f, —0,;(0,v,)
Folyadékok esetén



o, =—po,

y y
Ezért

1 1
at(Epv2)+aj(Epv2vj +p8v)=v.f, + pd;(d,v,)
Elvégezve a kijelolt szummazasokat, adédik, hogy

9, (%PVZ) +9, (%pvz"j + va,-j =vifi+p@))

A baloldal masodik tagjaban a v, kiemelhet6

8,(%pv2)+aj(v{%pv2+pD=viﬁ+p(8jvj) (EME)

A jobboldal mésodik tagja atirhaté a kovetkezoképpen
plo,v,)=p-vi=p-V§)=p3,(v8)=p-2,0

Ugyanakkor tudjuk, hogy a rugalmas potencidlis energia stirisége definicid szerint

1
Per = Eo-ijgij

Homogén izotrép anyag esetén ez

1
Prr = HEE; +§/1®5U8U

Folyadékok esetén g =0 és emiatt K = A, ezért

1 1
Per = Eﬂ’®§zjgt‘j ZEK @’

atpER = K®at®
Mir lattuk, hogy (H)

p=—A1-0=—K -0
és igy

arpER =-p at®
Ez meg pontosan a (EME) kinetikus energia mérlegegyenletében szerepld forrastag. Ez dtvihet6 a
baloldalra és ezzel kapjuk, hogy

9, (%pvz +pERj+3j (Vj prz + pD =v.f, (EME2)

Az egyenletnek nagyon vildgos fizikai tartalma van.

A baloldal elsd tagja a térbeli teljes energiasiirliség (kinetikus és rugalmas) idébeli megvéltozédsa. A
madsodik tagban egy konvektiv energia dramstiriiség van. A jobboldali forrasstiriiség pedig a térfogati
ero0 teljesitménye

Minden, amit eddig csindltunk egyformdn vonatkozott idedlis folyadékra és gazra.

Most nézziik meg, hogy mi az az anyagi tulajdonsag, ami kiilonbséget tesz a kétféle halmazallapoti
kozeg kozott. Ez a kompresszibilitdsuk. Azaz a gdzokat viszonylag konnyen 6sszenyomhatdk, mig a
folyadékok nem



Most foglalkozzunk az 6sszenyomhatatlan folyadékokkal. Ez azt jelenti, hogy ® =0, avagy

9,v,=Vv =0
Ennek kovetkeztében pedig a rugalmas energiasliriiség is zérus lesz, hiszen
1

Prr ZEK’®2:0

Tételezziik fel tovabba, hogy a térfogati erosiiriiség egy U , fajlagos (azaz tdmegegységre es6) skalar
s . J )
potencidlis energidbdl szdrmaztathatd, amelynek mértékegysége lathatéan [U p ] = lk— . A ,.fajlagos
‘ 8

potencidlis energidkat” szoktuk ,,potencidlnak™ nevezni. Azaz

fi = _paiUf
Ezzel az energiamérleg egyenlet forrds tagja igy alakul
vifi==p-v,oU, =_ai(p'V;Uf)+Ufa;(p'V;)

Az utolsé tagban a szorzat derivildsa elvégezhetd

ai(p'vi): paivi +viaip = par®+arp
Osszenyomhatatlan folyadékra (® = 0) tehdt az energia forrdstagjara adédik, hogy
V;f,:_a;(p'V;Uf)"'Ufarp:_ai(Vi 'pr )+az(pr)

Az utolso tagnal kihasznaltuk azt, hogy U , potencial id0 fiiggetlen kell, hogy legyen. Eredményiinket

beirva az energiamérleg jobboldalara azt kapjuk, hogy

1 1
a,(Epv2j+aj(v{§pv2+pD=—8i(vi -pr)+8,(pr)

Atrendezés utin pedig

a,(%pv2+prj+8j(vj[%pv2+p+prD:0

Legyen az aramlds staciondrius, azaz nincsen sehol idofiiggés. Tehdt az egyenletiink elso tagja zérus
lesz, ezért az energiamérleg igy alakul

aj(v{%pv2+p+prD=O

Tovabbd elvégezve a szorzat derivalasat, kapjuk, hogy

1 1
[Epv2+p+pr}-ajvj+ vj-ajbpv2+p+pr}=0

A folyadékunkat most 6sszenyomhatatlannak tekintettiik, azaz d,v, = Vv =0 és ezért az els0 tag
kiesik. Marad tehdt, hogy

vj-a_i[%pv2+p+pr}=O

Ha egy dramvonal mentén vizsgaljuk az dramlast, akkor mindig a sebességgel parhuzamosan
haladunk. Azaz a v ja j = d, egy dramvonal menti gradienst jelent.
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Igy az energia megmaradds torvényét egy dramvonal mentén a kovetkezé médon fogalmazhatjuk meg

Gpv2 +p +prj= allando

Megkaptuk a jol ismert Bernoulli-féle torvényt. Ez tehat 6sszenyomhatatlan ideélis folyadék
aramvonal menti dramlasi torvényszerliségét hatdrozza meg

Az iménti gondolatmenet meggydzden bemutatta a mérlegegyenletek egységes szemléletét és
hatékonysagat. A kontinuum mechanikai alapozaskor (fejezet) megkapott energia mérlegbdl 1€pésrol-
1épésre haladva jutottunk el Bernoulli egyenlethez.

Daniel BERNOULLI
(1700-1782),

MEGJEGYZES: A Bernoulli csaldd szellemi hagyatéka igen jelent6s mind a fizika mind pedig a matematika terén. 130
év alatt (1654...... 1789) nyolc ol”csak” az aldbbi harom érdekes:
Jacob Bernoulli (1654-1705) akinek a nevét a ,,Bernoulli szamok”™, a réla elnevezett
»differencidlegyenlet” és a ,,Bernoulli eloszlds” 6rzi
Johann Bernoulli (1667-1748) a ,,brachistochrone” probléma kitlizésével varidciészamitas
meginditéja volt. (1dsd: Elm.Fiz.1 /Mechanika elvei)

Daniel Bernoulli (1700-1782) az dramldstan ,,Bernoulli gyenletének” a megalkotdja.



A Bernoulli egyenletet rovidebben is megkaphatjuk. Ennek azonban van egy kis didaktikai
,»szépséghibdja”. Nevezetesen az, hogy hasznalni kell néhany vektoranalizisbol ismert azonossagot
mig az elézéekben végigvitt levezetésben nem kellett ,.kiilsé6 matematikai mank6éhoz” folyamodnunk.
Az uj eljarasnak ugyanakkor van egy elonye is. Ennek sordn nyilvdnval6va valik majd a
folyadékoknak egy eddig ,,rejtve maradt” tulajdonsaga, amely aztdn djabb specidlis dramldsokhoz
vezet

Induljunk ki az Euler-féle mozgés egyenletbdl és a folyadékokra vonatkozé Hooke torvénybol
p@,v;+v,0,v,)=0,0,+f,
oy, ==p-9;
Azaz behelyettesités utdn
oV, + pvjajvi = _ajé‘sz +f;
Atosztva a tomegsiiriiséggel adédik, hogy
0. :
By, +v,d v, =P i (i=1,2,3)
P P
Célszerli lesz a ,,nablésitott” valtozatot haszndlni, azaz folyadékok mozgisegyenlete ,,vektoros”
alakban a kovetkez0.

0,7+ (V)= Yo S
p P

A baloldal masodik tagjanak az atirasahoz felhasznalhatjuk a vektoranalizisbél ismert azonossagot,
amely szerint.

%sz = TX(VXT)+ (V)7
Ezzel kapjuk, hogy

Vp+

a,levz—vX(Vxﬁ):——
2 p

X [~

Ha a térfogati er6siiriiség konzervativ, akkor mint azt lattuk bevezetheté az U , potenciél

(alkalmazkodva a vektoros jeloléshez)

f==-p-VU,
Staciondrius dramldskor 9,V =0, igy aztdn dtrendezés utdn kapjuk, hogy
1 Vp _
V(—vz +Ufj+—p:v><(V><v)
2 p

Szorozzuk meg mind a két oldalt a v sebességgel parhuzamos e, egységvektorral. Ekkor a jobboldal

z€rus lesz, mert a v X (0) merdleges a v -re.

~of 1 1.
evv(—v2 +U, j +—¢,Vp=0 (VV)
2 p
Vegyiik még a tomegmegmaradas torvényét
atp+ai(pvi):()
Mivel staciondrius az dramlds a tomegsiirliség idoben nem véltozik, ezért ez igy alakul
ai (pV i ) =0

Azaz elvégezve a derivalast



ai(p"i):p’aivi +v,:9,p=0
Legyen a folyadék 6sszenyomhatatlan
9,v, =V =0
Azaz kapjuk, hogy
v,-0,p=0
Ami vektoros alakban
iV(p)=v-€,V(p)=0, azaz
¢,V(p)=0
Emiatt aztdn a (VV) egyenlet mdsodik tagjdban a p bevihetd az &ramvonal menti gradiens képzésbe,
azaz adddik, hogy
E‘,V(lv2 +U, +£j =0
2 p

Igy az dramvonal mentén haladva
1
(—vz +U, + ﬁj = dllandé (BEM)
2 Top
Ugyanakkor vegyiik észre, hogy az EVV(p) = O kifejezésben két vektor skaldr szorzata egyenld
z€russal. Azaz ebbdl még nem kovetkezik az, hogy p = dllandé, csak annyi, hogy dsszenyomhatatlan

folyadék esetén az dramvonal mentén haladva a folyadék slirlisége dllandd. (Természetesen az
dramvonalra merdlegesen véltozhat.) De ez nekiink éppen elég ahhoz, hogy az &ramvonal mentén
érvényes (BEM) egyenletet p -val beszorozhassuk. Igy eljutottunk ismét a jol ismert Bernoulli

egyenlethez

(%pvz +p +'0Ufj: dllando

A kovetkezokben még egy specidlis folyadékmozgéssal ismerkediink meg ez pedig az
O0sszenyombhatatlan, idedlis folyadék staciondrius, orvénymentes dramldsa.

Induljunk ki a mozgédsegyenlet vektoros alakjabol

av+lvv%4»qu5):—YB+ll
2 p P

Az itt szerepl6 masodik tag lehetdséget ad egy dramlési forma definidlasdra. Az &ramvonal
menti vizsgdlatunkban (pl. a Bernoulli egyenlet) ez automatikusan ,,elt{int”.

Egy aramlast ,,0rvénymentesnek’neveziink, ha

Vxv=0

Legyen az aramlds stacionarius, a nyomas allando és Kiilso erok se hassanak. Ekkor:

%sz—ﬁx(Vxﬁ):O

igy orvénymentes esetben tehat
Vv =0

A vektoranalizisbeli matematikai 6sszefiiggés miatt erre viszont igaz, hogy
Vv2 =V(v-v)=2v-Vv=0

azaz
Vv=0

Osszenyombhatatlan folyadék esetén ennél tobb is igaz



Vi=0 (DD)

Mivel a sebességmez6 roticié mentes, igy léteznie kell egy olyan W(F ) sebességpotencidlnak, amelyre
igaz az, hogy

v=V¥
Ezt beirva az 0sszenyomhatatlan kdzeget definidlé (DD) egyenletbe azt kapjuk, hogy .

AY =0

Ez a jol ismert Laplace egyenlet. Ezt a fizikai feltételek dltal megszabott peremfeltételekkel megoldva
megkapjuk a W(7) sebességpotencidlt és ebbél a folyadék dramldsat megadd sebességmez6t.

Hanghullamok folyadékokban és gazokban

Mindennapi tapasztalatunk az, hogy a folyadékokban és a gdzokban (hang)hullamok képesek terjedni.
Ekkor a kozeg maga nem dramlik, mégis energia és impulzus terjedést tapasztalunk. Ez a hullam-
mozgés egyik fontos sajatossaga. A kovetkezdkben ezt fogjuk megvizsgélni.

Induljunk ki a folyadékok, gdzok Euler egyenletébdl

d,v, +v,0,v, =—a’+p+£
P P
Nemlinedris tagot elhagyjuk, azaz az elkovetkezokben csak a linedris hullamjelenségekkel
foglalkozunk Ne legyen térfogati er6 sem, mert ez csak elbonyolitja a feladatunkat, ugyanakkor a

hulldmeffektus 1ényegéhez nem ad hozzd semmit. Marad tehat

1
atvi = __aip
P
A hulldamjelenség esetén a ,,p” nyomds és a ,,p” slirliség a ,,pp-€s a ,,p9” egyensulyi érték koriil
ingadozik
P(A
9 th t
N e
ey i — -3
Xt lz
4.4bra
p=p,+p
pP=p,tp

ahol (mint az az dbrabdl kitlinik)
p’ << p, de ugyanakkor dp’ >> dp,

p’ << p, de ugyanakkor dp”>>dp, (KF)

Ezen meggondoldsok eredményeként aztan irhatjuk, hogy a mozgasegyenlet

1 ,
dv,+—9.p'=0
Po
és a tomeg megmaradds torvénye
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0,0"+p0,, =0

Derivéljuk ez utébbi egyenldség mind a két oldalét az id6 szerint €s haszndljuk ki azt, hogy az id6 és a
hely szerinti derivalds felcserélhetd ( 9,0, = 9,0, ) Igy irhat6, hogy

0’0"+ p,0,0,v,=0

1t

A ,,0,v,” amozgéasegyenletbdl kifejezhetd és ezért

0.0 —9,0,p"=0 (MHE)
Lathatéan ez azonban még nem hulldmegyenlet. De tudjuk, hogy az egyenletben szerepld két keresett
figgvény {p’, p’} ={p, p} kdzétt (termodinamikai) kapcsolat van. Azaz p( p). Ezért barmilyen

valtozas esetén irhatd, hogy

dp= [a_pj dp
op ) otya-

mat
A jelenleg vizsgdlt folyamatok olyan gyorsak, hogy nincsen id0 arra, hogy a kdzeg és a kornyezete
kozott hdcsere johessen 1étre, ezért
dQ =0, azaz
S =dllando
Igy erre az adiabatikus llapotvaltozésra

dpz[a—pj dp
p )

De akkor ez igaz az egyensulyi értéktdl valo kis (véges) eltérésekre is, azaz (figyelembe véve a (KF)
feltételeinket)

’ a 7
p ={a—p°j p
Po )

Ez beirhat6 a (MHE) mozgédsegyenletbe, amelyre kapjuk a jol ismert hullimegyenletet

(%J afp,_ aiaip’ =0,
S

azaz operatoros alakba irva
’ 1 2 7
Ap'= c—za, p

Ahol a hulldm sebessége tehat

9
-3
Po ) g
Hasonl6 mdédszerrel ugyanilyen hulldimegyenlet adddik a stirliségvaltozasra is, azaz

/’ 1 ’
Ap'=—0d;p
C
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Sirlédo folyadékok aramlasa, a Navier-Stokes egyenlet

Eddig idealis folyadékok aramlédsdval foglalkoztunk. Az ideélis folyadékokban sem statikus,
sem pedig dinamikus viszkozitds (belsd surl6das) nem 1€p fel. Redlis folyadékok ugyan statikus
viszkozitdssal nem rendelkeznek, de dinamikussal igen. A dinamika most azt jelenti, hogy a belso
surlodds a deforméci6 sebességétdl fiigg. A fiiggés linedris.

Mindennapi tapasztalatok mutatjdk, hogy a folyadékok igenis rendelkeznek viszkozitdssal. Gondoljuk
el azt, hogy pl. egy goly6t folyadékban (pl. vizben) mozgatunk. Ha a viz idedlis folyadék lenne, akkor
a meglokott golyé minden ellendllds nélkiil tudna mozogni benne és magara hagyva egyenletes
mozgast végezne. Ha ugy tetszik ,,soha nem 4llna meg”. Természetesen ilyet (normadlis koriilmények
kozott) még soha nem tapasztaltunk. Egy redlis folyadékmodell kidolgozasa tehat egyéltaldn nem
érdektelen feladat. A kovetkezokben errdl lesz szo.

MEGJEGYZES: A Természet és az atomok fizikdja azonban sokkal érdekesebb és furcsdbb, mint azt gondolndnk. Igen
alacsony homérsékleten egyes anyagok (pl. He) elveszti a dinamikus viszkozitdsat. Ennek kovetkeztében meglepd
makroszkopikus mozgdsokat tud produkélni. Példaul felkiszik a tartéedény belsd faldn és mintegy ,.kimdaszik™ az edénybdl
A dinamikus viszkozitas eltlinése tipikus kvantummechanikai effektus. A kvantumstatisztikdk tanuldsa sordn még
taldlkozhatunk vele.

5. dbra

A belsd strlodas egy feliileti erd, hiszen a szomszédos folyadékrétegek egymashoz képesti
csuszdsakor 1ép fel. Mint minden feliileti erd, ez is egy tenzorral jellemezheto.
Legyen tehat a dinamikai viszkozitast megado tenzor

6'(5‘) , azaz métrix alakban o7, (&,).
Ahol
& :%(aisj +a<i‘§i)

Mivel a o;; és az €, kozott linedris kapesolat van, ezért homogén, izotrép folyadékok esetén ugyanazt

a gondolatmenetet lehet kovetni, mint a rugalmas tulajdonsagok esetén.
Ott azt lattuk, hogy
o, =2ue; +15; -0, (rugalmas fejezet HH)

ahol @ =¢,+¢&,, +&,;= z £, , ami a relativ térfogatvaltozds.
Ennek a mintdjara adodik, hogy
O, =2Ué;+A0, O
A jobb oldal masodik tagjdban 1€v0 relativ térfogatvéltozas idoderivaltja

O=>£,=0,(0,5)=05 =0y, =Vv
k
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Beirva ide az ¢; definicigjat a kdvetkezd kifejezéshez jutunk

o= ,u'(aivj +ajvi)+/1'5,,- (9,v)
Ami azt jelenti, hogy
) #(0y;+3,v,) ha i#j
0y = 120.v, +/1'28kvk ha i=j
k

Az (i = j) esetben azért irtuk ki a Za V. szumma jelet, mert az elsd tagban szerepld ,, £'20,v, ”-ben
k

természetesen nem kell az ,,i”’-re szummazni. Itt azonos 4talakitissal a kovetkezd alak kaphat6
o, =120, + U (——+ JZa vk+,123 v,

o, = ,u’(Zaivi —%zakka+(/1’+§,u'Jzakvk
k k
Uj jelolést vezetiink be, legyen
n=p

2
Eﬂ/,—i—— 7
4 4

Ezekkel irhatd, hogy

, 2
o; :ﬂ(aivj +d v, —g(zj;akka+ {(@jgakka

Az elObbiek alapjan tehdt a viszkézus folyadék Euler-féle mozgéasegyenlete a kovetkezo.

POV, +v.d.v)=00,+f

JoJt Joy

Ebben szerepel a 0 jcr; viszkozitasi tenzor divergencidja. Végezziik el a derivéldst €s az 0sszegzést (a

,»j  -re). Lathatd, hogy most minden azonos indexre dsszegezni kell ezért elhagyjuk az Osszes ,, z (¢)”
k

jelet. (Figyeljlink az Einstein-féle szummazasi, ,.,egyforma index” konvenciora!) Ezzel azt kapjuk,
hogy

J i

.0/ n{88v+88v——§8 (9,7, };[ EHCAN]

A jobboldal elsc’i és harmadik tagja 6sszevonhato, azaz

20y, ——aa (akvk)=a,.(a,.vj)—§ai(akvk)=%ai(akvk)

i

Az utolso tag pedlg
6,0,(9,v,)=9,(9,v,)

/]

Ezek utdn adédik, hogy
a/O-l/ na]alvl +(;+ j (akvk) (l=],2,3)

Vagy ugyanez vektor alakban

V6 = 77A\7+(§+2)V(V\7)
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A mozgédsegyenlet ennek alapjan tehat a kovetkezo

P07 +(iV)¥)= —Vp+f+ﬂA\7+(§+ng(V\7)
Legyen a folyadék 0sszenyomhatatlan, azaz
V=0

és ezért
plo, v +(FV}=-Vp+ f +nAv

Atirva a szokédsos komponensenkénti egyenletekre
p{atvi + (vjaj)vi}: —0,p+ f; +10,9,v,

Az egyenlet neve ,,Navier-Stokes” egyenlet, amely lehetdséget ad 6sszenyomhatatlan, viszkézus
folyadék staciondrius v (7) sebességterének a meghatédrozasara. (,,Navier” ejtése ,,navié”) Ehhez

természetesen ismerni kell peremfeltételeket, azaz egy zart feliilet mentén meg kell adnunk sebességtér
értékét.

ik oAl — :[
Louis Marie Henri NAVIER George Gabriel STOKES
(1785-1836). (1819-1903)

A ,Navier-Stokes” (NS) egyenlet szamitdsa nem egyszert feladat. De ugyanakkor a miiszaki
életben nagyon fontos. Az dramldstani modellezések numerikus szimuldciéja manapsag is vezetd
helyen van a Vildg gépidé felhaszndldsénak a statisztikdjaban. Igy aztan minden hasznos &tlet ,,j6l
jon”. Egy j6 kozelité modellhez jutunk akkor, ha a falat ,,tapadénak™ képzeljiik el, amely mentén a
folyadék nem mozog. A viszkozitds kovetkeztében a folyadék sebessége, a faltdl tdvolodva
fokozatosan novekszik. Ezt a tartomdnyt hatarrétegnek nevezziik. Ebben a tartomanyban a folyadék
realis (NS) modelljét kell hasznalnunk. A hatarrétegen kiviil a folyadékot mar ideélisnak tekinthetjiik.
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6. abra

A NS egyenlet matematikai alakjabol tovabbi fontos fizikai kovetkeztetéseket vonhatunk le.
Ehhez ,,csak” a vektoranalizisben tanultakat kell felidézniink. Mint az ismeretes egy tetsz6leges v(r)
vektormezodre igaz, hogy

Vx(Vxv)=V(V¥)-Av
Ha a v(7) az NS egyenletben szereplé sebességtér, akkor Vv = 0, hiszen dsszenyomhatatlan folyadék
gramldsardl van sz6. [gy az NS egyenlet a kovetkezé alakot 6lti.

plo v +(GVit=-Vp+ f +7[Vx(Vx¥)|

Azaz ha a surlédds valéban belesz6l a folyadék mozgdsidba (marpedig az NS egyenlet éppen ezt dllitja)
akkor a VXv =0 nem lehet az dramldsi tér minden pontjaban igaz. Hiszen akkor ,,77” eltlinne az
egyenletbdl.

Tehat sarlédasos folyadék aramlasi terében kell lennie 6rvényeknek!

PI magdban a hatarrétegben ez tipikusan teljesiil. Errél konnyen meggy6zddhetiink. Ugyanis, ha
felvesziink itt egy zart gorbét €s a sebességteret ennek a mentén kiintegraljuk, ekkor az eredmény
lathatéan nem lesz zérus.

ll\ X
V)’ »f
! -
| J
: v ?ﬁ/ %
& il 3
b x j, : sl ;yu_ ;
¢ 3
\ ey é)/ A |
| L_,E;/ 41
s v 7
fl( o >
7. dbra

fﬁﬁd? =va-va=v,-v)az0
Az eredmény nyilvanvald, hiszen a hatarrétegben, az 4116 faltdl tdvolodva a sebesség nagysdga egyre
nagyobb lesz (v, 2 v,).

A realis folyadékok aramlasa és a termodinamika

A redlis folyadékok dramlésat tehdt a Navier —Stokes (NS) egyenlet irja le.

p{atvi + (vjaj )Vi}: —0,p+ f, +19,9,v,
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Az idedlis folyadékoknal tanultak alapjan a kinetikus energia valtozasat leiré (mérleg) egyenlet
konnyen megkonstrudlhat6. Most is a kontinuum mechanika altalanos energia mérleg egyenletébdl
kell kiindulnunk.

1 1
a,(ap"zj"'aj(ap"zvj _O-ijvij =v,f;=0;(v)

Idedlis folyadékok esetén a fesziiltség tenzor statikus nyirdst nem tartalmazhatott, ezért

G[j ==p é‘ij
Viszkézus folyadékndl a statikus viszkozitds tovdbbra sem 1ép fel, de dinamikus viszkozitas igen,
ezért

Oy =—pd; +0

Ezt beirva az altalanos mérlegegyenletbe azt kapjuk, hogy-

1 1 , ,
ar(gp"zj"'aj[gp"z"j + POV, —vioy j= fvi+po; (aj"j)_aij (aj"i)

Ahol a dinamikai viszkozitds a sebesség mezo térbeli valtozasatol, vagyis a szomszédos folyadék
rétegek egymdshoz képesti sebességétdl fiigg. Azaz a definici6 szerint
o= n(aivj +8jvi)

Itt az dltaldnos o, = ,u'(a v +ow, ) +A'6,(0,v,) definicios osszefiiggésben felhasznaltuk azt, hogy

most dsszenyombhatatlan folyadékrdl van sz6 (d,v, =0) és, hogy a jeldlésben 7 = 1’

Vegyiink egy 4ll6 ,,V” térfogatu térrészt, amelyet a mozgé folyadék ,természetes” hatdrai vesznek
koriil (pl. a csO fala, vagy az draml6 folyadékba meriild 4ll6 akadalyok, stb...). Legyen a térfogat
feliilete ,,A”. Tekintsiik a folyadékot dsszenyomhatatlannak (Vv =9 ;v; =0) és a térfogati eroket (pl.

gravitacio) hanyagoljuk el ( f=0). Irjuk fel az energia mérleget erre a megadott makroszkopikus
térrészre:

1 2 1 2 ’ '
aflzp" dV"‘i(EP" Vit pv;—V0, jdAj = _ldij d;v;dV

Tudjuk, hogy a ,hatarréteg elmélet” értelmében a folyadékot hatarol6 4ll6 feliiletek mentén a folyadék
sebessége zérus. Ezért a feliileti integral kiesik, hiszen minden tagja tartalmazza a v sebességet.
Az egyenlet jobb oldaldn 1év0 ,,forrds tagban” a surl6dasbol adédé belso feliileti er6hatdsokat a
o= 70 v+ a‘,‘vi) dinamikus fesziiltség tenzor irja le.
Ennek kiszdmitdsdhoz végezziik el az aldbbi matematikai dtalakitast. Itt most kiirjuk a Z[ ]
ik
kettds szumma jelet, hogy ,,vezesse a szemiinket”.

(ajvi +8ivj )2 = Z(ajvi +aivj )(ajvi +8ivj)= Zl(ajvi )2 +28jvi -aivj +(aivj )le

ij

i,j
2,
=25 0w, P+ v, -0, =250 v +9,J0 v,)=3 2070 v,
i iy i 1
Ez pedig éppen a mérlegegyenlet bal oldalan szerepld (negativ) energiaforras stirliség. Azaz megadja a
kinetikus energia disszipaciéjat (eltiinését) a sirlédasos dramlds soran. A fenti egyenlet baloldalan
tulajdonképpen a deformécids tenzor idébeli valtozasi sebessége 4ll.
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Z(ajvi +9,v, f = Z(argii )(argii): 2.6
iy

i,j i,j

Ez beirhat6 az energia mérleg egyenletbe és evvel a munkatéthez hasonl6 Osszefiiggést kapunk:

L orav =S g2y =499
atlzpvdv— Zlgqjdv— ”

Azaz a folyadé€k kinetikus energidjat a belsé dinamikus surlédés (viszkozitas) csokkenti. Ez az a
mechanikai energia, amelyik ,.eltlinik” a rendszerbdl. Tudjuk azonban, hogy az ,.energia megmaradds”
univerzalis elvének most is teljesiilnie kell. Ezért a disszipacids energia nem lehet mds, mint az a
mechanikai energia, amelyik eddig a rendezett v(7) dramldsi sebességhez kapcsolédott, (1/ 2. pv? ), de
most dtalakult rendezetlen mozgast végz0 részecskék a kinetikus energidjava. Ez pedig nem mas, mint
a jol ismert (dQ) hdmennyiség. Ahogyan azt a termodinamika kinetikus alapjainal megtanultuk.

A val6sdgban ez a hémennyiség nem tud mind eltdvozni a folyadékbél, hanem emeli annak a ,, 7(F)”
hémérséklet eloszlasat. Ezaltal megvaltoz(hat)nak a viszkozitasi tulajdonsagok. Igy ,,77” mar nem lesz
4lland6, hanem 77(T{7}). Ezért aztan a Navier-Stokes egyenleteket ki kell egésziteni a termodinamika
egyenleteivel is. Ez4ltal persze a dolog reményteleniil elbonyolddik, sok hasznos munkat adva ezzel a
szimulacios (fizikus) szakembereknek és a szoftver fejlesztd cégeknek.

Egyszerii feladat a Navier-Stokes egyelet megoldasara: a Hagen-Poiseuile gyenlet
(,,Poiseuille” ejtése ,,poaszdj”)

Léttuk, hogy a Navier-Stokes egyenlet az ismeretlen v, (¥) sebességkomponensek
helykoordinatak szerinti parcidlis derivaltjait tartalmazza. Ugyanakkor megjelenik benn a ,, (v ja i )vl. ”

nem linedris tag is. Tehdt egy nemlinedris parcidlis differencidlegyenletet kellene megoldanunk, adott
perem-és kezdeti feltételek eseté. (A ,,peremfeltételek” térbeli, a ,.kezdeti feltételek” idObeli kiinduld
adatokat jelent.). A nemlinedris egyenletek megoldasa igen bonyolult feladat legtobbszor csak
kozelitd, vagy numerikus megoldasok johetnek széba. A most kdvetkezd probléma azért fontos, mert
ebben az esetben a Navier-Stokes egyenlet egzaktul megoldhaté. A megoldas egyszeri mérésekkel
konnyen ellendrizhetd. Ezaltal tesztelhetjiik az NS egyenletet

Bevezetésiil tekintsiik a kovetkez6 modell feladatot!

Vegyiink két, egymassal parhuzamos, végtelen nagy siklapot. Az egyik alljon az (x,y) sikban, a mésik
v, nagysagui sebességgel mozogjon pl. az ,,x” irdnyban. A mozgé lemez helyzetét az ,,y=a” egyenlet
definidlja. A lemez sebessége tehdt v, (vo ,0,0). A két sik kozott valédi folyadék van. Egyéb (erd)hatds

nincsen. Az el6zményekbdl tudjuk (,,hatarréteg elmélet”), hogy a folyadéknak a lapokkal érintkezd
rétege laphoz képest 4ll.

1.abra
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Ez azt jelenti, hogy a folyadék aramlési sebességének csak ,,x”” komponense lehet, és az csak az ,,y”
koordinatatol fiigghet, azaz v, (y). Valamint eleget kell tenni a kovetkez$ peremfeltételeknek.

v,(0)=0
vx (a) = vO
Hatdrozzuk meg a folyadék sebesség ,,profiljat”, azaz a v, (y) fiiggvényt.

Azért tettiik ki a feladat legelején ,,modell” jelz6t, hogy tudatositsuk azt, hogy a fizikai elrendezés
val6sdgban nem kivitelezhetd, hiszen mint azt latjuk, végtelen nagy sikokrdl van szé.
A feladat megoldasa nyilvdnval6an a Navier-Stokes egyenlet megoldasét jelenti.

p{arvx + (vjaj )vx}: _axp + fx + nakakvx
A feladat kiirdsa értelmében ,, p =07, ,, f =07 és csak egyetlen v, (y)sebességkomponens van. Ezzel
kapjuk, hogy:
p{atvx + (vxax )vx}: nakakvx
Staciondrius dramlds esetén ,,0, =07 és v_(y)miatta (v.d )Jv. =0. Adédik tehét az, hogy
0,0V, (y ) =0
Azaz
2 _
ayvx (y) - O
Ennek altaldnos magoldasa trivialis
v, (y)=cy+e,
Az integrélasi dllandok a peremfeltételekbdl adédnak, azaz

Vx (O) = c2 = O
v, (a) =ca=v,
és ezzel
v (y)=22y
a

Ez pedig a jol ismert ,,Newton féle” viszkozus dramlasi torvény.

Ezen ,,bemelegités” utdn térjlink rd a ,,valodi” feladatunkra.
A feladat a kovetkezO.

2.abra

Adott egy ,,z” tengelyt, ,,L” hosszuséagu, ,,a”” sugard,vizszintes csd, amelyben sirl6dé folyadék
aramlik.

a.) Az dramlds staciondrius, azaz d,v, (x, v, z) =0.

b.) Az dramléas legyen laminaris.

c.) A csé elején a nyomds ,, p(x=0)=p,”, a végén ,, plx=1L)= p,.”
d.) Tomegerdk nem hatnak (pl a gravitacié elhanyagolhatd) azaz f =0
e.) A folyadék 6sszenyomhatatlan, o0 v; =0
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Hat4rozzuk meg a csovon étfolyé (folyadék) dramot!

El6szor most is a sebességprofilt kell meghatdroznunk, amihez a Navier-Stokes egyenletet kell
megoldanunk.

p{atvi + (vjaj )Vi}: —0,p+ f, +19,9,v,

Az a.) és a d.) feltételek miatt, az NS igy alakul.
p{(vjaj )Vi}: —0,p+10,0,V,

Mivel az dramlés ,,z” irdnyu, ezért
v, =0

v, = 0

Az e.) értelmében
d;v; =0
és igy
dv.=0
Ennek a megoldasa pedig
v, (x, y) viltozéju fiiggvény, amelyet beirva az N-S egyenletbe

p{(vzaz )Vz }= —d_p+170,0,v,
A baloldal azonban z€rus, hiszen v, (x, y) nem fligg a ,,z”-t0l. Marad tehat a kovetkez6
70,0,v.=0.p
Egy fontos dolog tortént most: a nemlinedris tag kiesett!.. Nem elhanyagoltuk, hanem egzakt szdmolés
sorén eltiint az egyenletbdl. Ennek kovetkeztében a keresett v, (x, y)-re egy linedris egyenlet (egy tn.
Poisson egyenlet) adddott, amelyik minden nehézség nélkiil megoldhat6. Haszndlva a ,,nablasitott”
jelolést 0,0, =A
nAv, =0 p
Most célszerti lesz a feladat peremfeltételeihez (henger alaki cs6) jobban illeszkedd, {r, ¢, z} henger
koordindta rendszerre attérni. Ekkor a hengeres szimmetria miatt v, (x,y)— v, (r) lesz. A
matematikabdl ismerjiik a ,,A” (in. Laplace) operator hengerkoordinatas alakjat:
_ ( d j 1 9 0o
=——|r—|+——+—
ror_ dr) r’o@* 97’
Ezt beirva a leegyszerlisodott Navier-Stokes egyenletiinkbe azt kapjuk, hogy

li(ra"zj_a
nrar or ) P

Az egyenlet bal oldala v, () miatt csak ,,r” véltoz6tdl fiigg, mig a jobboldal a p(z) nyomds fiiggvény

miatt csak a ,,z”-t8l. Természetesen ez a differencidl egyenlet a tér minden (r, ¢, z) pontjaban meg
kell, hogy hatdrozza az dramldsi viszonyokat. Mivel pedig az (r, @, z) viltozdk egyméstdl fiiggetlenek,
a fenti Poisson egyenlet csak akkor teljesiilhet, ha az egyenlet mindkét oldala ugyanazzal az ,,C,”
allandéval egyenld. A ,,C,”-et a peremfeltételek hatdrozzak meg. Irhatjuk tehat, hogy

1d( dv
-9 c|=C
nrar(r arj :
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Ezek egymastol fiiggetleniil megoldhatok.

A madsodik az egyszeriibb, hiszen ennek megoldasa szinte fejbdl adédik: A nyomadsra kirétt
peremfeltételeknek megfelelden azt kapjuk, hogy

P(Z):%Z"‘po

Azaz

Cl:pL;po C

A maésik egyenlet mar bonyolultabb, de nem sokkal nehezebb a megoldésa.
1o dv
——|r—=|=C
g r ar( or j :
Atrendezés utan
a( dv.) C
—|r—==|=—r
or\  or n

Integraljuk mind a két oldalt
dv, C

— 1.2
r 5 o r’+C,
Ismét atrendeziink
Iv, ¢ G
or 2n : r

Integralés utan adédik, hogy
C
v, =—r’+C,Inr+¢C,
4n
A tengely mentén (r =0) a v, sebességnek végesnek kell lennie, ezért ,,In 7 nem lehet j6 megoldas.
Ezért C, =0 kell, hogy legyen. Marad tehdt, hogy
C
v, =—r’+C,
4n
De a peremfeltételek szerint a cs6 falandl a folyadék sebessége zérus, tehat

C,
=|— +C; =0
VZ(a) |:477r j|}":a :

Azaz
C

=——14°
4n
Es ezzel kaptuk, hogy

vz(r):clﬁ(rz—az)

3

Beirvaide a C, fentebb, (C )-ben kapott értékét

vz(r)zpo_—LpLLﬁ(az—rz) V.
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3.4bra

Mivel a v, (r) 20,és r<a,ezért p, 2 p, kell, hogy legyen. Azaz a nyomads a belsd surlédds miatt az

aramlas irdnydban csokken. Ne feledjiik, hogy ideélis folyadék esetén a nyomads a csé mentén allandé
maradna.(ldsd a Bernoulli egyenlet)

e 9 [ I
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4.abra

A V. ismeretében a cs6ben foly6 folyadékdram erdssége konnyen kiszdmithatd, hiszen

ahol A, = a’m, a cs6 keresztmetszete.

Im :d_m:.[zn'rp.vzdrzlp.a4 pO _pL

dr v 8n L
Ezzel megkaptuk az in. Hagen-Poiseuile gyenletet , amely megadja egy viszk6zus (redlis) folyadék
dramerdsségét egy kor keresztmetszetii csoben torténd dramlas soran.

A megoldasunk teljesen pontos volt. Kozelitést sehol nem alkalmaztunk.
Ugyanakkor a mérések tanulsaga szerint ez a torvény csak egy kritikus sebesség alatt érvényes. E
folott ugyanis megsziinik az dramlds lamindrisnak lenni €s turbulencia indul el. Ez azért érdekes, mert
ezek szerint a turbulencidt nem a ,,nemlinedris” tag okozza.

,,Hat akkor mi?” meriil fel a jogos kérdés!

A laminaris és a turbulens aramlas

Mint azt lattuk a ,,hidrodinamika” Euler-féle térelméleti szemlélete esetén a v(7,7)
sebességmezd dinamikdjat hatdrozzuk meg. Redlis folyadékoknél ez a Navier-Stokes egyenlet
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megoldasat jelenti. Egy adott d&ramlas kisérleti vizsgélata nagyon fontos, hiszen az NS egyenlet
kozelitd (numerikus, szimuldcids) eredmények ellendrzése csak igy lehetséges.

Az dramldsok ,,szemléltetésére” tobbféle fogalmat haszndlunk. Ha egy kiszemelt részecske
mozgasat kovetjiik, akkor a ,,palyat” kapjuk meg. Pl az daraml6 folyadékban egy porszem mozgésa jo
kozelitéssel egy folyadékrészecske palydjat koveti. Ha egy szélcsatornaban a , fiistcsikokat”
lefényképezziik, akkor ezek az un. ,nyomvonalakat” adjdk. Egy adott idOpillanatban egy nyomvonal
mentén azok a koromszemcsék helyezkednek el, amelyek el6zdleg a térnek ugyanazon a pontjan
mentek 4t. LithatGlag az nem azonos a ,,palydval”. Mig az ,sramvonal” a ¥(F,7) sebességmezének a

ey

I iddpontban vett burkol6gorbéje. Altalanos esetben ez harom ,,dramlési jellemz3” természetesen
kiilonbozni fog egymastdl. Konnyen beldthaté azonban, hogy (iddfiiggetlen) staciondrius dramlas
esetén ez a hdrom egybeesik.

A kisérleti dramléstan a fent emlitett aramlasi képek technikai megjelenitésével, az ezzel
kapcsolatos gyakorlati mdédszerek kialakitdsaval és a mérési eredmények kiértékelésével foglakozik.
Erre sok otletes eljards 1étezik. Ezek soran éltaldban az dramld kdzegbe, avval konnyen egyiitt mozgé
paranyi testecskék (fényszord szemcsék, fiistszemcsék, olajszemcsék, hidrogén buborékok stb )
sokasagat juttatnak és azok mozgasat fényképészeti modszerekkel rogzitik. A gyakorlott &ramlastani
szakember ebbdl tud kivetkeztetni a v(F,7) dramlési térre (sebességmezére).

Az dramldsok osztidlyozdsa a ,,vizudlis” élményt koveti. Ekkor azonban nem csak egy felszines
,latszatbdl” itéliink. Az dramldsi kép megvaltozasa alapveto fizikai folyamatokra utal.

Laminaris dramlaskor (a megnevezés a latin ,,rétegre” utal) az egymdssal parhuzamosan mozgé
folyadékrétegek nem ,.keverednek” 0ssze. A staciondrius dramlds megjelenitésekor folyamatos”
aramvonalakat latunk.

— — : ----____—_'

5.abra

Ez természetesen nem azt jelenti, hogy a szomszédos folyadékrétegek kozott nincsen kapcsolat, hiszen
a dinamikus viszkozitds jelen van. Ez azonban az érintkez0 folyadékrétegek kozott ,,csak” egy
rendezetlen diffizids kdlcsonhatést jelent. Errdl a Kisérleti Fizika tantdrgyban mar tanultunk.
Laminaris dramlasnal tehat a két szomszédos réteg kozott a kdlcsonhatést ,,difftiziés impulzus atadas”
valdsitja meg.

MEGJEGYZES: Emlékeztetéiil ismételjiik réviden 4t az ott tanultakat.

A kinetikus elmélet alapjan lattuk, hogy a diffizié annak a kovetkezménye, hogy a térben a n(? ) részecskestlirliség nem
allandé. A részecskék véletlenszerti hdmozgasanak az lesz a kovetkezménye, hogy atlagosan tobb részecske fog mozogni
a kisebb koncentracidju helyek felé, mint forditva. Ennek ered6jeként egy jD diffuzids daramsirtség 1ép fel. Elemi
levezetés utdn a kovetkezd Osszefiiggést kaptuk:

Jjp=—D-Vn
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Ahol a diffizi6s dllandé az (v) dtlagsebesség és az (I) dtlagos szabad tthosszal kifejezhetd

1
p=1()-0)
A termikus mozgas kovetkeztében az egyik rétegbdl a masikba, véletlenszertien atlépd molekuldk viszik magukkal az

impulzusukat is. Ezek az dtment molekuldk a helyiekkel iitkozve azoknak vagy impulzust adnak 4t, vagy vesznek fel.
Ezaltal lassitva, vagy gyorsitva ezt a réteget. Azaz a szomszédos rétegek kozott, a makroszkopikus skaldn egy ,,nyiré erd”

1ép fel. A jelenség neve a viszkozitds. A két réteget elvilaszté feliilet legyen az {x, y} sik és a rd merdleges irdny a ,,z”. A

rétegek az ,,x” irdnyban mozognak (Z) sebességgel. Ekkor a szdmolds eredménye a kovetkezd lett:

r=—p du,
dz

A viszkozitasi tényezdre pedig adddott, hogy
n=D-p,

Ahol ,,.D” az el8bb bevezetett difftizios tényezd, €s ,, 0,, 7 a tdmegsliriiség.
Lathato tehdt, hogy a viszkozitdst csak egyetlen 77 tényezd jellemzi. Ezeket a folyadékokat ,,Newtoni folyadékoknak”
nevezziik. Lithatd, hogy a viszkozitds egy ,.impulzus diffiiziét ,, jelent.

Elegendden kicsi sebességeknél a valddi folyadékok dramldsa laminéris lesz. Ha novekszik a folyadék
sebessége, akkor egy bizonyos sebességhatar felett az aramlési kép lassan megvaltozik.

turbulent

laminar

flow ——

(Turbulencia a filmmiivészetben: Humphrey Bogart)
6.4bra

Az dramvonalak 6sszekuszalddnak, a folyadék ,,gomolyg6”, id6ben dllanddan valtozéd
orvényekbdl all6 mozgést fog végezni. Ez a turbulencia jelensége.

Mint azt lattuk, lamindris dramlédskor az érintkezd folyadékrétegek kozott dllando ,,impulzus
diffazio” torténik (ez a dinamikus viszkozitds oka). Turbulens dramldsnal a rétegek ,,egymasba
hatoldsa” a rétegek kozotti ,,impulzus dramlasra” (konvekcid) utal. Ennek kialakulédsét a kovetkezd
képpen lehet elképzelni. Megfelelden kis sebességeknél a véletlenszeriien kialakul6 (rétegek kozott
atmend) kis impulzus dramokat a viszkdzus er6k még tudjék csillapitani. Egy bizonyos sebesség felett
azonban ez a csillapitds mar nem lesz elegend¢ és kialakul az ,,impulzus konvekcié” .

Az dramlési képbdl arra lehet kovetkeztetni, hogy egy adott pontban a ¥(F,1) sebességvektor

véletlenszerli mozgasokat végez. Ennek molekuldris oka kell, hogy legyen. Ugyanis a NS egyenlet
egzakt megoldasakor kapott Hagen-Poiseuille torvény a tapasztalatok szerint egy bizonyos sebesség
felett érvénytelenné vélik a kialakul6 turbulens mozgasok miatt. Ez pedig csak tgy lehet, hogy a
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hattérben olyan effektusok vannak, amelyek a NS-egyenletben nincsenek benne. Ezek pedig csak a
mikroszkopikus mozgésok lehetnek.
A lamindris d&ramlds megsziinésekor eddig mindig ,,megfelelden kicsi”, ,,bizonyos nagysagid”
sebességekrol beszéltiink. Itt az ideje, hogy ezt szamszerlien is megfogalmazhassuk allitdsainkat
Erre szolgédl az Un. ,,Reynolds szdm”.

A kisérleti dramlastan egyik igen fontos és hasznos eszkoze e modellezés. Egy valodi aramlési
kép kiszamitasa néha igen bonyolult feladat. Hidba ismerjiik a NS egyenletet, annak konkrét
magolddsdhoz a peremfeltételek is kellenek. A valosagban ezek igen bonyolult geometridju feliiletek
lehetnek. Ezért csak kozelité numerikus eljarasok johetnek szdmitasba. Ekkor azonban nem art, ha a
szamitdsainkat ellenOrizni is tudjuk. Ez kiillonosen fontos a mérnoki tervezésben. A megépitendd
miutargyak (hidak, épiiletek, gatrendszerek, repiilégépek, hajok, gépkocsik, stb...) esetén egy tervezési
hiba végzetes lehet, emberileg és anyagilag egyardnt. Ha sikeriil laborméret{i maketteken méréseket
végezni, akkor ez sok kudarct6l mentheti meg a tervez6t. De mikor j6 egy makett? Konnyen belathato,
hogy itt nem egyszerl ,,geometriai kicsinyitésrol” van sz6. A modell ,,a&ramléasi viszonyainak™ kell
ugyanolyannak lennie, mint a valésagos mutargyé.

A novekvo daramldsi sebesség sordn kialakul6 turbulencia
7.4bra

Azokat a szadmokat, amelyeknek az egyezése esetén a modell és a val6sdgos objektum altal produkalt
jelenség fizikailag hasonld, ,,hasonldsdgi szamoknak™ nevezziik. A mérnoki gyakorlat sok ilyet ismer,
ezek mindegyike egy adott jelenség ,,hasonlosagat” jelenti. Mi most csak az dramléstani hasonl6sagi
szdmmal az un. Reynolds szdmmal fogunk megismerkedni.

A modellezés tudomanya €s a hasonldsagi elvek mara mar jol kimiivelt miiszaki szakteriiletek.
Konyvtarnyi szakirodalommal, benne tengernyi kisérleti eredménnyel. Mi most csak a ,,jézan fizikusi
esziinkre” hallgatva mondunk el egy-két alapvetd dolgot.

Abbdl az ,.egyszeriisitett” tapasztalatbdl indulunk ki, hogy ha két fizikai jelenséget ugyanaz a
dinamikai egyenlet (mozgasegyenlet) irja le, akkor a két jelenség fizikailag is hasonl6 tér-ido
folyamatokat fog mutatni.

Jol ismert elemi fizikai megfigyelés példaul a mechanikai és az elektromos aramkori oszcillator
hasonldsdga.
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A csillapitott mechanikai oszcilldtor mozgasegyenlete:

mx+kx+ Dx =0
A soros rezgékorre (elektromagneses oszcillator) a Kircchoff térvény alapjdn és az I = Q definicié
felhaszndldsdval adédik,hogy:

.. |
LQ+RQ+EQ—0

Mind a kettd ugyanarra a k6zos alakra hozhaté:
E+2ab+wlé=0
Ahol

Ez azonban még nem ,,igazi” hasonlésdg , mert a ,,&” egy mértékegységgel rendelkezé mennyiség. Es
ezért csak kvalitativ osszehasonlitdsra ad lehet6séget. Azaz, ha a két rendszerben a ,, £(r)” fiiggvényre

»wugyanaz” a szamérték adodik, akkor az nem jelent semmit, hiszen az ,,5 méter” az ,,5 Coulombbal”
osszehasonlithatatlan. Mds lenne a helyzet, ha & egy puszta szdm lenne.

Ez mar ,,val6di” hasonldsdgot jelentene. Probdlkozzunk meg ezzel!
A mozgasegyenlet
mx+kx+ Dx =0
A szokdsos atalakitdssal
¥+20+ @) x =0
Vilasszunk ,,mértékegységet”, ugy, hogy

t > 1,-t ahol [t]=1 és [t,]=[ids]
x—=x,-&  ahol  [E]=1 és [x,]=[hosszisdg]

(A ,,>” azt jelenti, hogy ,,legyen helyette”.) Ezzel a mozgasegyenlet igy alakul

x—§f+ﬁ2a§'+xoa)§§=0 20
Iy Ly X0

Ext 208 +120RE=0
Vilasszuk meg az iddskalat ugy, hogy

ty=—
0 a)o

Igy adédik, hogy



Es ezzel
s 1.
Er=E+E=0
Q
Ebben a mozgasegyenletben egyik mennyiségnek sincsen mértékegysége. Ez egy ,,abszoluat”

mozgasegyenlet. A ,,Q” egy ,.hasonldsdgi szam” neve az oszcillator ,,josagi tényezoje”.
Ugyanezt végig csindlhatjuk a soros rezgdkorre is. Eredményiil az adédik, hogy

1.
= =0
(§+Q§+§
L
Q= R>C

Tehat a két oszcillator akkor hasonld, ha a josagi tényezdjiik (ez egy szam) megegyezik.
Azaz tgy kell az dramkori és a mechanikai elemeket megvalasztani, hogy teljesiiljon a kovetkezd

egyenldség:
L _Dm
RC k*

Ekkor elmondhatjuk, hogy az egyik oszcillator, a méasiknak a modellje.
Azért foglalkoztunk ezzel az egyszerl feladattal ilyen hosszan, mert teljesen hasonlé médszert kell
alkalmaznunk a sokkal bonyolultabb dramlastani esetekben is.

Tekintsiik az 6sszenyomhatatlan, redlis(viszk6zus) folyadék aramlésat leir6 NS egyenletet.

p{atvi + (Vjaj )V;}: —0,p+ f; +10,9,v,

Vezessiik be kovetkezd mértékegységeket (ezek a ,,0” indexti mennyiségek)

9, -9,
Xo

P =Py P

Vi %VO'V

n—on,n

fi _>fo'fi

pP—=>Dy P

i

Lathato, hogy az 1j dinamikai mennyiségek most szamok. Ezeket beirva az NS egyenletbe ad6dik

pop{t av+_(va)v} ap"‘fo

0

0
Mivel a dinamikai mennyiségek most mmd mértékegység nélkiili szimok ezért az 0sszes tag
egyiitthatojanak a mértékegysége ([xx]) ugyanaz kell, hogy legyen. Azaz (balrél jobbra sorrendben)
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{povo}_{po"g}_{ } [f ] {%Vo}

- - 0

Ly %o Xo Xo

Ezekbdl is szamokat kell csindlni. Ez tobbféleképp megtehetd, hiszen az egyenldséglanc barmelyik
tagjaval végigosztunk, akkor az eredmény ,, [1]” lesz.

Szorozzuk hit meg minden tagot { fo } el
Vo

Ekkor az egyes egyiitthatokra, a megfeleld sorrendben a kdvetkezot kapjuk

i L

Természetesen itt csak a mértékegységek egyeznek meg., de a szamértékek nem. Minden tagot
elneveztek és egy jelet is adtak nekik. Ezek a hasonldsagi szdmok. Ezek megnevezése és jele a
kovetkezd:

Strouhal szam > St
Euler szam > Eu
Froude szam > Fr
Reynolds szdm > Ry

Ezek utdn, ha a HS egyenletet is beszorozzuk a { al } kifejezéssel, akkor ,,hasonlésdgi szamok™ és

Vopo

mértékegység nélkiili dinamikai mennyiségek fognak benne szerepelni. Kapjuk tehat, hogy
p{é-@tvi+(v Fy )v}z—— 3.p +— fitoe na 3.,

Két aramlas marmost akkor hasonl6, ha minden hasonldsédgi szamuk megegyezik. Ekkor ugyanis
azonos matematikai egyenleteket kapunk mérték egységek nélkiil.

A gyakorlatban azonban nem kell minden hasonlésdgi szdmnak megegyeznie. Elég, ha csak a
vizsgalt effektus szempontjabol hasonlé a modell a valédi objektummal. A laminaris, turbulens
aramlds kialakuldsa a Reynolds szdm nagysdgatdl fiigg.. A tapasztalatok szerint, egyenes csében
aramlo redlis folyadék esetén az dramlds laminaris lesz, ha

PoXoVo

Re= < (kb) 2300
o
A Reynolds szamnak szemléletes jelentése is van
Vegyiink egy kis A, keresztmetszetd, ,,v,t,” hosszusigu, ,,v,” sebességgel dramlo folyadékréteg
darabot
Ekkor a kiszemelt folyadékdarab impulzusa
Po (onoto )Vo
Ha ezt ¢,1d6 alatt meg akarndnk éllitani, akkor ehhez
Po (Ao Vo )Vo
Nagysagu er0 kellene, amely pedig egy ,,nyoméfesziiltséget” (,.feliilet egységre eso erét”) jelent
F, = pyvov,

A jol ismert Newton-féle viszkozitdsi torvény szerint a folyadékrétegek kozotti csuszo fesziiltség
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__dv
n dé
Ahola,,£”a,v” dramlési sebességre merdleges irdnyt jelenti. Erre pedig a ,,dimenziétlanitds” utdn
kapjuk

T =

dv nv,
T=—-1— =17
Azaz
/A
, =
X0

Képezve a két fajta fesziiltség hanyadosat, azt kapjuk, hogy

F _ PoXoVo _
() Un
Tehat e Reynolds szam az dramlasb6l adédoé tehetetlenségi erd, és az impulzusdiffiziobol ad6doé nyird
erd hanyadosa. Ha a Reyolds szdm nagy, akkor relative kicsi a sirl6dés az dramlashoz képest.
Az idedlis folyadék Reynolds szdma trividlisan végtelen nagy

Re

=00
idealis
Ez azt jelenti, hogy az dramlds minden sebesség értéknél lamindris lesz.

)
_7. - force

for wole, %‘;—_ /o-4dynef

This fore will fow anything,
targe or srall, ot (XR‘:/

Far?hr mantit Aas ?Q!a”

/. fo‘“ dynes
F

Figure 2 @,«(\ /

Osborne REYNOLDS
(1842-1912)

Végezetiil alljon itt egy képtarlat a turbulencia valtozatos vilagabél

Régi kdzetben a hajdani turbulencia nyoma
Lavafolyam lamindris dramlasa turbulens részekkel

Kihiilt (megkovesedett) lava a lamindris €s turbulens dramlds jeleivel.
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Turbulens gdzdramlds a felhékben
Repiil6gép 4altal keltett turbulens 1égaramlés
A Jupiter 1égkorében 1€v0 jellegzetes 6rids turbulencia (,,Jupiter szeme”)

Turbulencia az Univerzumban 1év¢ csillagk6zi por és gdzkddokben

Fantdzia teremtette turbulencia mint az ,,zaklatott lelki dllapot” kifejezéje (Van Gogh).







